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7. ÇÀÄÀ×I ÍÀ ÑÕÅÌÓ ÁÅÐÍÓËËI

6.1 (I ÷.) Iìîâiðíiñòü âëó÷àííÿ â öiëü äëÿ ñòðiëüöÿ çà îäèí ïîñòðië ðiâ-
íà 0,8. Ñòðiëåöü çðîáèâ 4 ïîñòðiëè. Çíàéòè éìîâiðíîñòi òîãî, ùî âií âëó÷èâ ó
öiëü k ðàçiâ (k = 0, 1, 2, 3, 4 ). Çíàéòè íàéiìîâiðíiøó êiëüêiñòü âëó÷àíü çà 4
ïîñòðiëè.

I
Âèêîðèñòîâóþ÷è áiíîìíó ôîðìóëó, îòðèìó¹ìî:

P4(0) = C0
4 · 0, 80 · 0, 24 = 0, 0016; P4(1) = C1

4 · 0, 81 · 0, 23 = 0, 0256;

P4(2) = C2
4 · 0, 82 · 0, 22 = 0, 1536; P4(3) = C3

4 · 0, 83 · 0, 21 = 0, 4096;

P4(4) = C4
4 · 0, 84 · 0, 20 = 0, 4096.

Íàéiìîâiðíiøà êiëüêiñòü óñïiõiâ â n âèïðîáóâàííÿõ çà ñõåìîþ Áåðíóëëi çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâó np − q ≤ k0 ≤ np + p. Ó íàøîìó âèïàäêó: 4 · 0, 8 − 0, 2 ≤ k0 ≤
≤ 4 · 0, 8 + 0, 8, çâiäêè k0 = 3; k0 = 4. ¤

6.2. Ìîíåòó êèäàþòü 50 ðàçiâ. Çíàéòè íàéiìîâiðíiøó êiëüêiñòü âèïàäàíü
"ãåðáà".

I
Ñêîðèñòà¹ìîñü ôîðìóëîþ, çà ÿêîþ âèçíà÷à¹òüñÿ íàéiìîâiðíiøà êiëüêiñòü

ïîÿâ ïîäi¨: np − q ≤ k0 ≤ np + p. Ïiäñòàâèìî çíà÷åííÿ âiäîìèõ âåëè÷èí:
50 · 0, 5− 0, 5 ≤ k0 ≤ 50 · 0, 5 + 0, 5, çâiäêè k0 = 25. ¤

6.15. Iç ïàðòi¨, â ¹ ÿêié 12 ñòàíäàðòíèõ i 4 íåñòàíäàðòíi äåòàëi, íàâìàííÿ
áåðóòü 3 äåòàëi ç ïîâåðíåííÿì. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñåðåä óçÿòèõ äåòà-
ëåé: 1) óñi òðè ñòàíäàðòíi; 2) íå áiëüø ÿê îäíà íåñòàíäàðòíà; 3) ïðèíàéìíi îäíà
íåñòàíäàðòíà.

I
Ìà¹ìî ñõåìó òðüîõ íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü. Íåõàé ïîäiÿ A � "óçÿòà ùî-

ðàçó äåòàëü ñòàíäàðòíà", òîäi P (A) = p = 12/16 = 0, 75. Iìîâiðíîñòi îá÷èñëþ-
âàòèìåìî çà ôîðìóëîþ Áåðíóëëi:

1) P3 (3) = C3
3p

3q0 = 0, 753 = 0, 421875.
2) Ïîäiþ "iç òðüîõ äåòàëåé íå áiëüø ÿê îäíà íåñòàíäàðòíà" ìîæíà ðîç-

ãëÿäàòè ÿê ñóìó ïîäié "óçÿòî 3 ñòàíäàðòíi äåòàëi" i "óçÿòî 2 ñòàíäàðòíi i îäíó
íåñòàíäàðòíó äåòàëü". Ó ïîçíà÷åííÿõ ôîðìóëè Áåðíóëëi (k � êiëüêiñòü âçÿòèõ
ñòàíäàðòíèõ äåòàëåé) îäåðæèìî:

P{k ≥ 2 } = P3 (3) + P3 (2) = 0, 421875 + C2
3 · 0, 752 · 0, 25 = 0, 84375.

3) Ïðîòèëåæíîþ äî äàíî¨ áóäå ïîäiÿ "óñi òðè äåòàëi ñòàíäàðòíi". �é ðiâíî-
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ñèëüíà ïîäiÿ {k < 3 }. Îá÷èñëèìî ¨¨ éìîâiðíiñòü

P{k < 3 } = 1− P3 (3) = 1− 0, 421875 = 0, 578125. ¤

6.16. ×àñòêà äîâãèõ âîëîêîí ó ïàðòi¨ áàâîâíè ñòàíîâèòü ó ñåðåäíüîìó 0,6
çàãàëüíî¨ êiëüêîñòi âîëîêîí. Ñêiëüêè ïîòðiáíî âçÿòè âîëîêîí, ùîá íàéiìîâiðíiøå
÷èñëî äîâãèõ âîëîêîí ñåðåä íèõ äîðiâíþâàëî 40?

I
Çà ôîðìóëîþ np− q ≤ k0 ≤ np + p çíàõîäèìî:

0, 6n− 0, 4 ≤ 40 ≤ 0, 6n + 0, 6; −0, 4− 40 ≤ −0, 6n ≤ 0, 6− 40;

39, 4

0, 6
≤ n ≤ 40, 4

0, 6
; 65, 7 ≤ n ≤ 67, 3.

Îòæå, çàäà÷à ìà¹ äâà ðîçâ'ÿçêè: n = 66 i n = 67. ¤

Çàäà÷i íà ñõåìó Áåðíóëëi äëÿ âåëèêî¨ êiëüêîñòi âèïðîáóâàíü

6.26. Çàâîä âiäïðàâèâ íà áàçó 1000 äîáðîÿêiñíèõ âèðîáiâ. Çà ÷àñ ïåðåáó-
âàííÿ â äîðîçi êîæíèé âèðiá ìîæå áóòè ïîøêîäæåíî ç iìîâiðíiñòþ 0,003. Çíàéòè
éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íà áàçó ïðèáóäóòü 3 ïîøêîäæåíi âèðîáè.

I
Íåõàé ïîäiÿ A � "âèðiá ïîøêîäæåíî", ¨¨ éìîâiðíiñòü P (A) = p = 0, 003.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñõåìà íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü, n = 1000, k = 3. Îñêiëüêè λ =
= np = 1000 ·0, 003 = 3 < 30, òî âèêîðèñòîâó¹ìî íàáëèæåíó ôîðìóëó Ïóàññîíà:
Pn (k) ≈ λk

k! e
−λ. Îòæå, P1000 (3) ≈ 33

3! e
−3 ≈ 0, 224. ¤

6.17. Ç óìîâ âèïóñêó ëîòåðå¨ âiäîìî, ùî âèãðàøíèìè ¹ 1/40 âñiõ âèïóùåíèõ
ëîòåðåéíèõ êâèòêiâ. ßêà éìîâiðíiñòü, ùî ç 200 êóïëåíèõ ëîòåðåéíèõ êâèòêiâ
âèãðàøíèìè áóäóòü 5? Íå ìåíøå 5-òè?

I
1) Ìà¹ìî âèïðîáóâàííÿ çà ñõåìîþ Áåðíóëëi: n = 200, p = 1/40; λ =

= np = 5 < 30. Âèêîðèñòîâóþ÷è íàáëèæåíó ôîðìóëó Ïóàññîíà, çà òàáëèöåþ
ðîçïîäiëó Ïóàññîíà äëÿ k = λ = 5 çíàõîäèìî P200(5) = 0, 175467.

2) Òðåáà çíàéòè P{k ≥ 5}. Îñêiëüêè {k ≥ 5} = {k = 5}+ {k = 6}+ . . . +

+{k = 200}, òî âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöþ çíà÷åíü
∞∑

k=m

λk

k! e
−λ ïðè m = λ = 5,

çíàõîäèìî

P{k ≥ 5} =
200∑

k=5

P200(k) =
200∑

k=5

λk

k!
e−λ ≈

∞∑

k=5

λk

k!
e−λ = 0, 559507. ¤

6.18. Êóáèê êèäàþòü 6000 ðàçiâ. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî "äâiéêà"
âèïàäå 900 ðàçiâ.
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I
Ìà¹ìî âèïðîáóâàííÿ çà ñõåìîþ Áåðíóëëi: n = 6000; k = 900; p = 1/6;

q = 5/6; np = 1000 > 30; npq = 833, 3 > 10, òîìó âèêîðèñòîâó¹ìî ëîêàëüíó
ôîðìóëó Ìóàâðà-Ëàïëàñà

Pn(k) ≈ ϕ(x0)√
npq

, x0 =
k − np√

npq
, ϕ(x) =

1√
2π

e−
x2

2 .

Îòæå,

x0 =
900− 1000

28, 87
= −3, 46; P6000(900) ≈ ϕ(−3, 46)

28, 87
=

ϕ(3, 46)

28, 87
= 0, 0000346.

Çíà÷åííÿ ϕ(3, 46) = 0, 001 ìîæíà îá÷èñëèòè áåçïîñåðåäíüî àáî çíàéòè çà äîïî-
ìîãîþ òàáëèöi çíà÷åíü ôóíêöi¨ Ãàóññà. ¤

6.27. Çåðíà ïøåíèöi ïðîðîñòàþòü ç iìîâiðíiñòþ 0,95. Çíàéòè éìîâiðíiñòü
òîãî, ùî iç 2000 ïîñiÿíèõ çåðåí çiéäå âiä 1880 äî 1920.

I
Ïîäiÿ A � "çåðíî ïøåíèöi çiéøëî". �¨ iìîâiðíiñòü p = 0, 95, êiëüêiñòü

íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü n = 2000. Îñêiëüêè np = 1900 > 30, òî çàñòîñîâó¹ìî
ôîðìóëó, ÿêà âèïëèâà¹ ç iíòåãðàëüíî¨ òåîðåìè Ìóàâðà-Ëàïëàñà:

P{k1 ≤ µn ≤ k2} ≈ Φ

(
k2 − np√

npq

)
− Φ

(
k1 − np√

npq

)
.

Òóò Φ (x) = 1√
2π

x∫
0

e−
t2

2 dt � ôóíêöiÿ Ëàïëàñà. Âèêîíà¹ìî îá÷èñëåííÿ:

k1 − np√
npq

=
1880− 1900√

1900 · 0, 05
≈ −2, 05;

k2 − np√
npq

=
1920− 1900√

95
≈ 2, 05;

P{1880 ≤ µn ≤ 1920} ≈ Φ(2, 05)− Φ(−2, 05) = 2Φ(2, 05) = 2 · 0, 4798 = 0, 9596.

Çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Φ(x) áåðåìî ç òàáëèöi çíà÷åíü ôóíêöi¨ Ëàïëàñà. ¤

6.30. Ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ ëåãîâàíî¨ ñòàëi íà âìiñò âóãëåöþ éìîâiðíiñòü
òîãî, ùî ó âèïàäêîâî âçÿòié ïðîái âiäñîòîê âóãëåöþ ïåðåâèùèòü äîïóñòèìèé
ðiâåíü, ðiâíà 0,01. Îá÷èñëèòè, ñêiëüêè â ñåðåäíüîìó òðåáà äîñëiäèòè çðàçêiâ,
ùîá ç iìîâiðíiñòþ 0,95 âêàçàíèé åôåêò ñïîñòåðiãàâñÿ õî÷à á îäèí ðàç.

I
Ðîçãëÿíåìî ïîäi¨ A � "âêàçàíèé åôåêò ñïîñòåðiãà¹òüñÿ õî÷à á îäèí ðàç",
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A � "æîäíîãî ðàçó". Òîäi

P (A) = 0, 95; P (A) = 1− P (A) = 0, 05; P (A) = Pn(0) =
λ0

0!
e−λ = e−λ = 0, 05;

λ = − ln 0, 05 ≈ 3 =⇒ λ = np = 3 =⇒ n =
3

p
=

3

0, 01
= 300.

Îòæå, â ñåðåäíüîìó òðåáà äîñëiäèòè 300 çðàçêiâ. ¤

6.31. Iìîâiðíiñòü òîãî, ùî êóïëåíèé ëîòåðåéíèé êâèòîê ¹ âèãðàøíèì
p = 0, 01. Ñêiëüêè òðåáà êóïèòè êâèòêiâ, ùîá ñåðåä íèõ áóâ õî÷à á îäèí
âèãðàøíèé ç iìîâiðíiñòþ íå ìåíøîþ, íiæ 0,98 ?

I
Ðîçãëÿíåìî ïîäi¨: A � "êóïèëè õî÷à á îäèí âèãðàøíèé êâèòîê", A �

"æîäåí ç êóïëåíèõ êâèòêiâ íå ¹ âèãðàøíèì". Òîäi

P (A) ≥ 0, 98, P (A) = Pn(0) = e−λ, P (A) = 1− e−λ ≥ 0, 98; e−λ ≤ 0, 02

=⇒ −λ ≤ ln 0, 02 ≈ −3, 91 =⇒ λ = np ≥ 3, 91 =⇒ n ≥ 3, 91

p
=

3, 91

0, 01
= 391.

Îòæå, òðåáà êóïèòè íå ìåíøå 391-ãî êâèòêà, ùîá ñåðåä íèõ áóâ õî÷à á îäèí
âèãðàøíèé. ¤

6.33. Êóáèê êèäàþòü 6000 ðàçiâ. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âiäíîñíà
÷àñòîòà âèïàäàííÿ "øiñòêè" âiäõèëèòüñÿ âiä iìîâiðíîñòi p = 1/6 íå áiëüøå, íiæ
íà 0,01.

I
Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó äëÿ çíàõîäæåííÿ éìîâiðíîñòi âiäõèëåí-

íÿ âiäíîñíî¨ ÷àñòîòè âiä ñòàëî¨ éìîâiðíîñòi â íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàííÿõ
P

{∣∣µn

n − p
∣∣ ≤ ε

} ≈ 2Φ
(
ε
√

n
pq

)
, îòðèìó¹ìî

P
{∣∣ µn

6000 − 1
6

∣∣ ≤ 0, 01
} ≈ 2Φ

(
0, 01 ·

√
6000
1
6 · 56

)
= 2Φ(0, 01 · √43200) =

= 2Φ(2, 08) = 2 · 0, 4812 = 0, 9624. ¤
6.34. Ñêiëüêè ðàçiâ òðåáà êèíóòè êóáèê, ùîá ç iìîâiðíiñòþ 0,997 âiäíîñíà

÷àñòîòà âèïàäàííÿ "øiñòêè" âiäõèëèëàñÿ âiä iìîâiðíîñòi p = 1/6 íå áiëüøå, íiæ
íà 0,001.

I
Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ t = ε

√
n
pq . Ç óìîâè 2Φ(t) = 0, 997 çíàõîäèìî Φ(t) =

= 0, 4985. Ç òàáëèöi çíà÷åíü ôóíêöi¨ Ëàïëàñà îòðèìó¹ìî, ùî t ≈ 2, 96. Òîìó

n =
t2pq

ε2 =
2, 962 · 1

6 · 5
6

0, 0012 = 1 216 889.
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Îòæå, êóáèê ïîòðiáíî êèíóòè 1 216 889 ðàçiâ. ¤

Ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü ç ðiçíèìè éìîâiðíîñòÿìè
ïîÿâè ïîäi¨ ó êîæíîìó âèïðîáóâàííi

6.29. Ìà¹ìî òðè ïàðòi¨ äåòàëåé. Ïåðøà ñêëàäà¹òüñÿ ç 9 ñòàíäàðòíèõ i 3
íåñòàíäàðòíèõ; äðóãà � ç 12 ñòàíäàðòíèõ i 3 íåñòàíäàðòíèõ; òðåòÿ � ç 18 ñòàí-
äàðòíèõ i 9 íåñòàíäàðòíèõ äåòàëåé. Ç êîæíî¨ ïàðòi¨ íàâìàííÿ áåðóòü ïî îäíié
äåòàëi. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ââçÿëè 0, 1, 2, 3 ñòàíäàðòíi äåòàëi.

Âêàçiâêà. ßêùî ïðîâîäÿòüñÿ n íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü, â ÿêèõ ïîäiÿ A

âiäáóâà¹òüñÿ ç iìîâiðíiñòþ pi (i = 1, 2, ..., n) , òî éìîâiðíiñòü íàñòàííÿ öi¹¨ ïîäi¨
k ðàçiâ âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ òâiðíî¨ ôóíêöi¨ ϕn (z) =

n∏
i=1

(piz + qi) . ßêùî

ïåðåòâîðèòè ïðàâó ÷àñòèíó ôóíêöi¨ i çâåñòè ïîäiáíi ÷ëåíè, òî êîåôiöi¹íò ïðè zk

âèçíà÷à¹ Pn(k).
I
Íåõàé ïîäiÿ A � "ïîÿâà ñòàíäàðòíî¨ äåòàëi â êîæíîìó âèïðîáóâàííi". Ïî-

çíà÷èìî ÷åðåç pi (i = 1, 2, 3) iìîâiðíîñòi âçÿòòÿ ñòàíäàðòíî¨ äåòàëi ç i -î¨ ïàðòi¨.
Äëÿ îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòåé ñêëàäåìî òâiðíó ôóíêöiþ:

ϕ (z) =
3∏

i=1

(piz + qi) =

(
3

4
z +

1

4

)(
4

5
z +

1

5

)(
2

3
z +

1

3

)
=

=

(
3

5
z2 +

(
1

5
+

3

20

)
z +

1

20

)(
2

3
z +

1

3

)
=

2

5
z3 +

13

30
z2 +

3

20
z +

1

60
.

Îòæå,

P3 (0) =
1

60
; P3 (1) =

3

20
; P3 (2) =

13

30
; P3 (3) =

2

5
. ¤


