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8 ÇÀÊÎÍÈ ÐÎÇÏÎÄIËÓ I ×ÈÑËÎÂI ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ

ÄÈÑÊÐÅÒÍÈÕ ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÕ ÂÅËÈ×ÈÍ

6.1 (II ÷.) Iìîâiðíiñòü âëó÷àííÿ â öiëü äëÿ ñòðiëüöÿ çà îäèí ïîñòðië ðiâíà
0,8. Ñòðiëåöü çðîáèâ 4 ïîñòðiëè. Çíàéòè çàêîí ðîçïîäiëó, ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ
i äèñïåðñiþ êiëüêîñòi âëó÷àíü çà 4 ïîñòðiëè.

I
Íåõàé X � êiëüêiñòü âëó÷àíü çà 4 ïîñòðiëè. Öå äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè-

xk 0 1 2 3 4
pk 0,0016 0,0256 0,1536 0,4096 0,4096

÷èíà, ðîçïîäiëåíà çà áiíîìíèì çàêîíîì. Âèêîðèñòîâóþ÷è éìîâiðíîñòi pk = Pn(k)
(k = 0, 4 ), çîáðàçèìî ó âèãëÿäi òàáëèöi çàêîí ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè X .
Òóò xk � çíà÷åííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè X; pk = P{X = xk} � âiäïîâiäíi éìî-
âiðíîñòi.

Çíàéäåìî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè X çà ôîðìóëîþ
ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè:

E(X) =
4∑

k=0

xkpk = 0 · 0, 0016 + 1 · 0, 0256 + 2 · 0, 1536 + (3 + 4)0, 4096 = 3, 2.

Øóêà¹ìî äèñïåðñiþ

D(X) = E(X − E(X))2 = E(X2)− (E(X))2; E(X2) =
4∑

k=0

x2
k pk =

= 02 · 0, 0016 + 12 · 0, 0256 + 22 · 0, 1536 + (32 + 42)0, 4096 = 10, 88;

D(X) = 10, 88− 3, 22 = 10, 88− 10, 24 = 0, 64.

Ïåðåâiðèìî îòðèìàíi ðåçóëüòàòè çà äîïîìîãîþ ôîðìóë äëÿ E(X) i D(X) äëÿ
âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ðîçïîäiëåíî¨ çà áiíîìíèì çàêîíîì: E(X) = np = 4 · 0, 8 =
= 3, 2; D(X) = npq = 3, 2 · 0, 2 = 0, 64. ¤

6.4. Ìîíåòó êèäàþòü 3 ðàçè. Çíàéòè çàêîí ðîçïîäiëó, ìàòåìàòè÷íå ñïîäi-
âàííÿ i äèñïåðñiþ êiëüêîñòi âèïàäàíü "ãåðáà".

I
Íåõàé X � êiëüêiñòü âèïàäàíü "ãåðáà" ïðè òðüîõ êèäàííÿõ ìîíåòè.

Ìà¹ìî: n = 3; p = q = 1/2; E(X) = np = 1, 5; D(X) = npq = 0, 75. Iìî-
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xk 0 1 2 3
pk

1

8

3

8

3

8

1

8

âiðíîñòi pk îá÷èñëþ¹ìî çà áiíîìíîþ ôîðìóëîþ:

pk = Ck
3

(
1

2

)k

·
(

1

2

)3−k

= Ck
3

(
1

2

)3

(k = 0, 3); p0 = C0
3 ·

1

8
=

1

8
;

p1 = C1
3 ·

1

8
=

3

8
; p2 = C2

3 ·
1

8
=

3

8
; p3 = C3

3 ·
1

8
=

1

8
. ¤

6.8. Ó ñêðèíüöi 4 áiëèõ i 3 ÷îðíèõ êóëi. Íàâìàííÿ âèòÿãàþòü îäíó êóëþ,
ïîòiì êëàäóòü íàçàä ó ñêðèíüêó. Çíàéòè çàêîí ðîçïîäiëó, ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàí-
íÿ i äèñïåðñiþ êiëüêîñòi âèòÿãíóòèõ áiëèõ êóëü ó 4-õ òàêèõ åêñïåðèìåíòàõ.

I
Îñêiëüêè êóëþ êîæåí ðàç ïîâåðòàþòü íàçàä ó ñêðèíüêó, òî ìà¹ìî âèïðîáó-

âàííÿ çà ñõåìîþ Áåðíóëëi, òîìó âèïàäêîâà âåëè÷èíà X (êiëüêiñòü âèòÿãíóòèõ
áiëèõ êóëü) ðîçïîäiëåíà çà áiíîìíèì çàêîíîì. Ìà¹ìî: n = 4; p = 4/7; q = 3/7;

xk 0 1 2 3 4
pk

81

2401

432

2401

864

2401

768

2401

256

2401

E(X) = np = 16/7; D(X) = npq = 48/49. Iìîâiðíîñòi pk îá÷èñëþ¹ìî çà áiíîì-
íîþ ôîðìóëîþ:

pk = Ck
4

(
4

7

)k

·
(

3

7

)4−k

(k = 0, 4); p0 = C0
4

(
4

7

)0

·
(

3

7

)4

=
81

2401
;

p1 = C1
4 ·

4

7
·
(

3

7

)3

=
432

2401
; p2 = C2

4

(
4

7

)2

·
(

3

7

)2

=
864

2401
;

p3 = C3
4

(
4

7

)3

· 3

7
=

768

2401
; p4 = C4

4

(
4

7

)4

=
256

2401
. ¤

6.6. Ó ñêðèíüöi 4 áiëèõ i 3 ÷îðíèõ êóëi. Íàâìàííÿ âèòÿãàþòü 3 êóëi. Çíàéòè
çàêîí ðîçïîäiëó, ôóíêöiþ ðîçïîäiëó, ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ i äèñïåðñiþ êiëü-
êîñòi âèòÿãíóòèõ áiëèõ êóëü.

I
Íåõàé X � êiëüêiñòü âèòÿãíóòèõ áiëèõ êóëü. Îñêiëüêè êóëi íå ïîâåðòà-

þòü, òî çàêîí ðîçïîäiëó öi¹¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä áiíîìíîãî.
Iìîâiðíîñòi pk øóêà¹ìî çà äîïîìîãîþ êëàñè÷íîãî îçíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi:

p0 =
C3

3

C3
7

=
1

35
; p1 =

C1
4 C2

3

C3
7

=
12

35
; p2 =

C2
4 C1

3

C3
7

=
18

35
; p3 =

C3
4

C3
7

=
4

35
.
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Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè çàïèñó¹ìî ó òàáëèöþ:

xk 0 1 2 3
pk

1

35

12

35

18

35

4

35

Øóêà¹ìî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ i äèñïåðñiþ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè X :

E(X) =
3∑

k=0

xkpk =
1

35
(1 · 12 + 2 · 18 + 3 · 4) =

60

35
=

12

7
;

D(X) = E(X2)− (E(X))2; E(X2) =
3∑

k=0

x2
k pk =

=
1

35

(
12 · 12 + 22 · 18 + 32 · 4) =

120

35
=

24

7
; D(X) =

24

7
−

(
12

7

)2

=
24

49
.

Ôóíêöiþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè X øóêà¹ìî çà ôîðìóëîþ äëÿ ôóíêöi¨
ðîçïîäiëó äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè:

F (x) =
∑

k: xk<x

pk.

Îòðèìó¹ìî:

F (x) =





0, x ≤ 0;
1

35
, 0 < x ≤ 1;

13

35
, 1 < x ≤ 2;

31

35
, 2 < x ≤ 3;

1, x > 3. ¤
6.10. Äîâåñòè, ùî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷è-

íè, ÿêà ìîæå íàáóâàòè ñêií÷åííó êiëüêiñòü çíà÷åíü, ìiñòèòüñÿ ìiæ ¨¨ íàéìåíøèì
i íàéáiëüøèì ìîæëèâèìè çíà÷åííÿìè.

I
Íåõàé X � äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà çàäàíà çàêîíîì ðîçïîäiëó

xk x1 x2 . . . xn

pk p1 p2 . . . pn
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Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: m = min{x1, x2, . . . , xn }, M = max{x1, x2, . . . , xn }.

Òîäi
E(X) = x1p1 + x2p2 + · · ·+ xnpn ≤ M(p1 + p2 + · · ·+ pn) = M.

Îòæå, E(X) ≤ M. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî E(X) ≥ m. Îñòàòî÷íî ìà¹ìî,
ùî m ≤ E(X) ≤ M. ¤

6.11. Êèäàþòü 10 êóáèêiâ. Çíàéòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ i äèñïåðñiþ
ñóìè î÷îê, ÿêi âèïàäóòü íà âñiõ êóáèêàõ.

I
Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: X � ñóìà î÷îê, ùî âèïàëè íà äåñÿòè êóáèêàõ; Xi

� êiëüêiñòü î÷îê, ùî âèïàëè íà i -ìó êóáèêó ( i = 1, 10 ). Òîäi X =
10∑
i=1

Xi.

Âèïàäêîâi âåëè÷èíè Xi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi çà çàêîíîì

xk 1 2 3 4 5 6
pk

1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

1

6

Îòæå,

E(Xi) =
6∑

k=1

xkpk =
1

6
(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) =

21

6
=

7

2
;

E(X) =
10∑
i=1

E(Xi) = 10 · E(Xi) = 35; D(Xi) = E(X2
i )−

(
E(Xi)

)2
;

E(X2
i ) =

6∑

k=1

x2
kpk =

1

6
(12 + 22 + 32 + 42 + 52 + 62) =

91

6
;

D(Xi) =
91

6
− 49

4
=

35

12
; D(X) =

10∑
i=1

D(Xi) = 10 ·D(Xi) =
350

12
=

175

6
. ¤

6.7. Ïðèëàä ñêëàäà¹òüñÿ ç ï'ÿòè ìàëîíàäiéíèõ äåòàëåé. Âiäìîâè äåòàëåé
íåçàëåæíi, à éìîâiðíîñòi âiäìîâè çà ÷àñ T âiäïîâiäíî ðiâíi 0,2; 0,3; 0,4; 0,5 i
0,6. Çíàéòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ i äèñïåðñiþ êiëüêîñòi äåòàëåé, ùî âèéøëè
ç ëàäó çà ÷àñ T.

I
Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: X � êiëüêiñòü äåòàëåé, ùî âèéøëè ç ëàäó çà ÷àñ T,

Xi � êiëüêiñòü âèõîäiâ ç ëàäó i -î¨ äåòàëi ( i = 1, 5 ); αi � iìîâiðíiñòü âiäìîâè
i -î¨ äåòàëi çà ÷àñ T. Çàêîí ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Xi ìà¹ âèãëÿä

Îòæå, E(Xi) = 0 · (1−αi)+1 ·αi = αi. Êîðèñòóþ÷èñü ðiâíiñòþ X =
5∑

i=1
Xi,
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k 0 1
pki

1− αi αi

çíàõîäèìî: E(X) =
5∑

i=1
E(Xi) =

5∑
i=1

αi = 0, 2+0, 3+0, 4+0, 5+0, 6 = 2. Øóêà¹ìî

äèñïåðñi¨: D(Xi) = E(X2
i ) −

(
E(Xi)

)2
; E(X2

i ) = 02 · (1 − αi) + 12 · αi = αi;
D(Xi) = αi − α2

i = αi(1− αi). Îñêiëüêè âiäìîâè äåòàëåé íåçàëåæíi, òî

D(X) =
5∑

i=1

D(Xi) =
5∑

i=1

αi(1− αi) =

= 0, 2 · 0, 8 + 0, 3 · 0, 7 + 0, 4 · 0, 6 + 0, 52 + 0, 6 · 0, 4 = 1, 1. ¤

6.46. Iìîâiðíiñòü âèãîòîâëåííÿ ñòàíäàðòíî¨ äåòàëi iç çàãîòîâêè äîðiâíþ¹
0,75. Çíàéòè çàêîí ðîçïîäiëó, ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ i äèñïåðñiþ êiëüêîñòi çà-
ãîòîâîê, âèòðà÷åíèõ íà âèãîòîâëåííÿ îäíî¨ ñòàíäàðòíî¨ äåòàëi.

I
Íåõàé X � êiëüêiñòü çàãîòîâîê, âèòðà÷åíèõ íà âèãîòîâëåííÿ îäíî¨ ñòàí-

äàðòíî¨ äåòàëi. Òîäi P{X = 1} = 3/4. Ïîäiÿ {X = 2} � öå äîáóòîê äâîõ íåçà-
ëåæíèõ ïîäié: "ç ïåðøî¨ çàãîòîâêè âèãîòîâëåíî íåñòàíäàðòíó äåòàëü" òà "ç äðó-
ãî¨ çàãîòîâêè âèãîòîâëåíî ñòàíäàðòíó äåòàëü". Îòæå, P{X = 2} = 1

4 · 3
4 = 3

42 ;
P{X = 3} = 3

43 ; . . . ; P{X = k} = 3
4k ; . . . . Çàêîí ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

X ìà¹ âèãëÿä

xk 1 2 3 . . . k . . .
pk

3

4

3

42

3

43
. . . 3

4k
. . .

X � äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà çi çëi÷åííîþ êiëüêiñòþ ìîæëèâèõ çíà-
÷åíü. Ïåðåâiðèìî ðiâíiñòü

∞∑
k=1

pk = 1. Çà ôîðìóëîþ ñóìè íåñêií÷åííî ñïàäíî¨

ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ çíàõîäèìî:
∞∑

k=1
pk = 3 ·

∞∑
k=1

(1
4

)k
=

3
4

1− 1
4

= 1 .

Äëÿ îá÷èñëåííÿ E(X) i E(X2) âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëè íåñêií÷åííèõ ñóì,
ñïðàâåäëèâi äëÿ |x| < 1 :

∞∑

k=1

kxk =
x

(1− x)2 ;
∞∑

k=1

k2xk =
x(x + 1)

(1− x)3 .
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Âèêîíà¹ìî îá÷èñëåííÿ:

E(X) =
∞∑

k=1

xkpk =
∞∑

k=1

k
3

4k
= 3 ·

∞∑

k=1

k

(
1

4

)k

= 3 · 1

4
·
(

4

3

)2

=
4

3
;

D(X) = E(X2)− (
E(X)

)2
; E(X2) =

∞∑

k=1

x2
kpk = 3

∞∑

k=1

k2
(

1

4

)k

=

= 3 · 1

4
· 5

4

(
4

3

)3

=
20

9
; D(X) =

20

9
− 16

9
=

4

9
. ¤

6.47. Ïðîâîäÿòüñÿ íåçàëåæíi âèïðîáóâàííÿ, â êîæíîìó ç ÿêèõ iìîâiðíiñòü
ïîÿâè ïîäi¨ A ðiâíà p , à éìîâiðíiñòü ¨¨ íåïîÿâè âiäïîâiäíî ðiâíà q = 1− p. Âè-
ïðîáóâàííÿ çàâåðøóþòüñÿ, ÿê òiëüêè âiäáóäåòüñÿ ïîäiÿ A. Çíàéòè ìàòåìàòè÷íå
ñïîäiâàííÿ i äèñïåðñiþ êiëüêîñòi âèïðîáóâàíü, ÿêi òðåáà ïðîâåñòè äî ïåðøî¨ ïî-
ÿâè ïîäi¨ A.

I
Íåõàé X � êiëüêiñòü âèïðîáóâàíü, ÿêi òðåáà ïðîâåñòè äî ïåðøî¨ ïîÿâè

ïîäi¨ A. Ìiðêóþ÷è òàê ñàìî ÿê ïiä ÷àñ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i, îòðè-
ìà¹ìî çàêîí ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè X (ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië)

xk 1 2 3 . . . k . . .
pk p pq pq2 . . . pqk−1 . . .

Âèêîíà¹ìî îá÷èñëåííÿ:

E(X) =
∞∑

k=1

xkpk =
∞∑

k=1

kpqk−1 =
p

q
·
∞∑

k=1

kqk =
p

q
· q

(1− q)2 =
1

p
;

D(X) = E(X2)− (
E(X)

)2
; E(X2) =

∞∑

k=1

x2
kpk =

∞∑

k=1

k2pqk−1 =

=
p

q
· q(q + 1)

(1− q)3 =
q + 1

p2 ; D(X) =
q + 1

p2 − 1

p2 =
q

p2 . ¤

6.48. Çíàéòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ i äèñïåðñiþ êiëüêîñòi êèäàíü ìîíåòè
äî ïåðøî¨ ïîÿâè "ãåðáà".

I
Íåõàé X � êiëüêiñòü êèäàíü ìîíåòè äî ïåðøî¨ ïîÿâè "ãåðáà". Öÿ âèïàä-

êîâà âåëè÷èíà ìà¹ ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië (p = q = 1/2 ), òîìó

E(X) =
1

p
= 2; D(X) =

q

p2 =
1/2

1/4
= 2 . ¤

6.50. Ïðè âèãîòîâëåííi äîâiëüíîãî âèðîáó iíñòðóìåíò ç iìîâiðíiñòþ
p = 0, 2 ìîæå áóòè ïîøêîäæåíèì i ïîòðåáóâàòèìå çàìiíè. Çíàéòè ìàòåìà-
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òè÷íå ñïîäiâàííÿ i äèñïåðñiþ êiëüêîñòi âèðîáiâ, ÿêi áóäóòü âèãîòîâëåíi öèì
iíñòðóìåíòîì.

I
Íåõàé Y � êiëüêiñòü âèðîáiâ, âèãîòîâëåíèõ iíñòðóìåíòîì äî éîãî çàìiíè.

Y = 0, ÿêùî ïðè âèãîòîâëåííi ïåðøîãî âèðîáó iíñòðóìåíò áóäå ïîøêîäæåíî;
P{Y = 0} = p. ßêùî iíñòðóìåíò áóäå ïîøêîäæåíî ïðè âèãîòîâëåííi äðóãîãî
âèðîáó, òî Y = 1; P{Y = 1} = p(1 − p) = pq. Àíàëîãi÷íî P{Y = 2} = pq2;
P{Y = k} = pqk. Çàêîí ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Y ìà¹ âèãëÿä

yk 0 1 2 . . . k . . .
pk p pq pq2 . . . pqk . . .

Ïîðiâíþþ÷è öåé çàêîí ðîçïîäiëó ç ãåîìåòðè÷íèì çàêîíîì (âèïàäêîâà âå-
ëè÷èíà X ), áà÷èìî, ùî Y = X−1. Òîìó E(Y ) = E(X−1) = E(X)−1 = 1

p−1 =

=
q

p
=

0, 8

0, 2
= 4. D(Y ) = D(X − 1) = D(X) + 0 = D(X) =

q

p2 =
0, 8

0, 04
= 20. ¤


