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УПРАВЛЯЕМЫЕ СИСТЕМЫ 
МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 

В. В- Рыков 

Модели и методы теории массового обслуживания нахо­
дят широкие применения в задачах организации производст­
ва, при построении систем связи и вычислительных систем, 
в военном деле и т. п. Естественно, что задачи оптимального 
управления, постоянно возникающие в этих областях, приве­
ли к формированию понятия управляемой системы массово­
го обслуживания и постановке задач оптимального уп­
равления системами массового обслуживания. В ра­
боте [77] отмечалось, что исследование управляемых си­
стем является одним из актуальных и наиболее перспективных 
направлений развития теории массового обслуживания. 

Различные теоретические аспекты и обилие приложений 
управляемых систем массового обслуживания привлекает 
внимание широкого круга специалистов: математиков, матема­
тиков-прикладников и специалистов по системному анализу. 
Количество публикаций как теоретического, касающихся воп­
росов теории управляемых случайных процессов, используе­
мых в теории управляемых систем, так и прикладного, касаю­
щихся исследования конкретных управляемых систем, харак­
тера быстро растет, а обобщающей литературы (монографии 
или обзора) на эту тему в настоящее время нет. Следует от­
метить, что в последнее время в научной печати стали появ­
ляться работы, повторяющие ИЛИ популяризующие получен­
ные ранее результаты, а иногда содержащие и ошибочные вы­
воды. Поэтому без обстоятельного обзора в настоящее время 
трудно разобраться в .проблематике и достигнутых успехах 
теории управляемых систем массового обслуживания и её при­
ложений, и лица, желающие заняться этими вопросами, вы­
нуждены тратить много времени на изучение литературы, что 
задерживает развитие этого очень нужного направления. 
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Настоящий обзор написан по инициативе Б. В. Гнеденксг., 
которому, я выражаю свою искреннюю благодарность за пос­
тоянное внимание к работе. Благодарю также О. И. Бронштей­
на, который обратил мое внимание на некоторые неизвестные 
мне ранее работы. 

ВВЕДЕНИЕ 

Понятие управляемой системы массового обслуживания 
было введено О. И. Бронштейном и В. В. Рыковым в рабо­
те [50]. 

Как объект математического исследования система массо­
вого обслуживания (СМО) характеризуется следующими эле­
ментами: а) входящими потоками требований, ]3) механизмом: 
и длительностями обслуживания, у) структурой системы,. 
6) дисциплиной обслуживания. 

Каждый из этих элементов задается определенной матема­
тической моделью, зависящей от ряда параметров. 

Под абстрактной системой массового обслуживания 
(СМО) будем понимать математический объект S-= (а,.р, у, 6)„ 
задаваемый этими четырьмя элементами. 

О п р е д е л е н и е . Систему, в которой какие-либо из па­
раметров, определяющих тот или иной из её элементов, до­
пускают применение управляющих воздействий, назовем уп­
равляемой системой массового обслуживания (УСМО). 

При этом задание правила использования управляющих 
воздействий во времени (стратегии) является необходимым 
условием ПОЛНОГО описания функционирования СМО. На 
класс стратегий могут быть наложены ограничения. В таких 
случаях возникают задачи определения стратегий с учетом 
этих ограничений, являющихся оптимальными в принятом 
смысле. Решением задач такого рода и занимается теория 
УСМО. 

Критерием качества управления в' зависимости от целей 
исследования могут служить различные характеристики 
СМО: производительность системы, среднее количество тре­
бований в системе или средняя длина очереди, среднее время 
пребывания требований в системе или среднее время ожида­
ния, вероятности потерь, коэффициент загрузки системы или 
среднее время простоя приборов и т. п., а также различные 
экономические показатели, связанные с ЭТИМИ характеристи­
ками. 

Задачи оптимального управления следует отличать o r 
задач оптимального синтеза СМО, в которых также решают­
ся вопросы выбора параметров системы с целью обеспечить 
наилучшее (по заданному критерию) качество ее функциони­
рования, В первых управляющие воздействия выбираются^ 
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оперативно в процессе работы системы, в то время как для 
вторых этот выбор производится однажды на стадии проек­
тирования системы. Однако в задачах управления иногда 
оказывается, что оптимальную стратегию можно искать в 
классе стационарных и не зависящих от процесса функциони­
рования системы стратегий. Такая ситуация имеет место, 
например, в задачах оптимизации приоритетов. В этом случае 
задачи оптимального управления и оптимального синтеза 
практически совпадают. Однако при решении задач управле­
ния необходимо обоснование возможности выбора стратегии 
в классе стационарных и не зависящих от процесса функци­
онирования системы стратегий, поэтому задачи управления и 
•синтеза систем принципиально различны. Задачи синтеза мож­
но рассматривать как задачи управления при очень узком 
классе допустимых стратегий. 

Приведенное понятие УСМО позволяет указать один из 
возможных способов их классификации на системы: 1) с уп­
равляемым входящим потоком требований; 2) с управляемым 
механизмом и длительностями обслуживания; 3) .с управляе­
мой структурой; 4) с управляемой дисциплиной обслужива­
ния. Предложенную классификацию можно уточнять, напри­
мер, различая среди систем с управляемой дисциплиной 
обслуживания системы: 1) с управляемым порядком обслужи­
вания требований, 2) с управляемым порядком занятия при­
боров, 3) с управляемым режимом работы приборов и т. п. 
По этой классификации в настоящее время наибольшее раз­
витие получили системы с управляемой дисциплиной обслу­
живания. В частности, к задачам оптимизации порядка об­
служивания требований относится широкий класс задач оп­
тимального назначения приоритетов. Исследованию этих воп­
росов посвящены работы О, И. Бронштейна, Е. Б. Веклерова, 
В. В. Рыкова [42—50, 54—59, 169, 170], И- М. Духовного 
[91—94], Б. Г. Питтеля [152], Г. П. Климова [105,106] и др. 
[122, 127—131, 199, 205, 208, 209, 212, 213, 257, 263—265, 

'267, 269, 283, 284, 291, 292, 316 326, 330, 331, 328, 348—351, 
368, 369]. Сюда же относятся задачи определения оптималь­
ного порядка обслуживания требований в марковских сис­
темах с конечным числом состояний,, рассматривавшиеся 
В. В. Рыковым [164, 165, 167] применительно к задачам 
оперативного управления производством В. В. Мовой • и 
Л. A. Поиомаренко [134—137] и др. [83, 183, 184, 333, 33'4], 
а также задачи определения оптимального порядка обслужи­
вания требований в замкнутых системах, рассматривавшиеся 
применительно к задачам диспетчерского контроля, напри­
мер, в работах [1, 2, 155, 157, 283, 284]. 

Системы с управляемым порядком занятия приборов изу­
чались в [79, 90, 98, 99, 200] в рамках назначения приорите­
тов на занятие приборов. 
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Системы с управляемым режимом работы прибора рас­
сматривались М. Г. Теплицким [178—180] применительно к 
задачам оперативного управления производством (см. гл. I, 
§ 4.1) и Ю. И. Неймарком, М. A. Федоткиным и др. [143, 
144, 188—190] применительно к задачам управления транс­
портными потоками (гл. I, § 4.4). 

К задачам исследования систем с управляемой дисцип­
линой обслуживания приводят также многие задачи теории 
надежности, в частности, вопросы организации профилакти­
ческого обслуживания сложных технических систем, кото­
рым посвящены работы Е. Ю. Барзиловича [16—22], 
И. Б. Герцбаха [70, 71, 74], Дермана, Сакса [242, 250, 251} 
Клейна [290] и др. [27, 51, 162, 166, 216—218, 347]. 

Системы с управляемым входящим потоком изучались 
И. Н.Коваленко, А. A. Натаном, Б. И. Петриным, О. М. Юрке-
вичем и др. [И, 107, 110, 137—142, 201] в связи с задачами 
фильтрации потока на входе системы применительно к воп­
росам классификации (см. гл. II, § 2.3). Задачи управления 
потоком требований рассматривались также в работах [14, 
15, 60, 109, 185, 186, 102, 103, 158, 224, 280]. 

К системам с управляемым механизмом обслуживания от­
носятся системы с управляемой скоростью обслуживания. 
В рамках систем, описываемых процессами гибели и раз ­
множения вопросы управления скоростью обслуживания до­
вольно полно изучены А. Д. Соловьевым [172]; в различных 
постановках аналогичные задачи рассматривались в рабо­
тах [3, 66, 321, 322, 325, 327, 359, 376]. Сюда же можно от­
нести задачи выбора интервалов недоступности для обслу­
живания и квантов обслуживания в моделях систем с разде­
лением времени (СРВ), которые упоминаются в разделах 
4,5 гл. I и 5.1 гл. П. 

В работе Г. П. Климова [ЮЗ] (гл. I, § 4.1) содержатся 
постановки задач, относящиеся как к системам с управляе­
мым входящим потоком, так и к системам с управляемым 
механизмом обслуживания. Близкие вопросы об экстремаль­
ных свойствах входящего потока и длительности обслужи­
вания рассматривались Г. П. Климовым [102] Б. А. Рого­
зиным [158] и др. [343, 344]. 

Системы с управляемой структурой рассматривал Бенеш 
[31, 220—222] в связи с задачами телетраффика. Сюда же 
можно отнести задачи о включении резервного прибора [12„ 
211, 214, 225, 234, 271, 273, 352, 357, 370], задачи оптималь­
ного включения резервных элементов, динамического резер­
вирования и др., задачи теории надежности {69, 72,' 87—89 
ЮГ 166,268, 289]. 

Однако в обзоре целесообразно придерживаться других 
принципов классификации, а именно: классифицировать ра-
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боты по методам решения соответствующих задач и облас­
тям их приложения. 

Заметим, что с точки зрения методов исследования и ре­
шения задач теория УСМО примыкает к теории управляемых 
случайных процессов, так как поведение СМО описывается 
обычно некоторым случайным процессом, а наличие управ­
ляемых воздействий приводит к изменению его траекторий. 

Специфика задач СМО накладывает определенные огра­
ничения на класс допустимых стратегий и выдвигает допол­
нительные требования к критериям, что естественно приводит 
к специфическим постановкам задач. Поэтому теория УСМО 
развивается в двух направлениях: с одной стороны, разви­
ваются и применяются общие результаты теории оптималь­
ного управления и управляемых случайных процессов, с дру­
гой стороны — развиваются методы решений специфических 
задач. 

Эти два направления отражены и в настоящем обзоре: 
первая глава посвящена применениям теории управляемых 
случайных и детерминированных процессов к исследованию 
УСМО, вторая — решению специфических задач. В каждой 
главе содержится краткий обзор работ, посвященных раз­
личным областям приложений. 

При этом из работ по теории управляемых случайных про­
цессов упоминаются лишь основополагающие работы и рабо­
ты по теории управляемых марковских и полумарковских 
процессов, имеющие,широкие применения в УСМО, а также 
работы, в которых развиваются методы фактического опре­
деления оптимальных стратегий. Многие важные и принципи­
альные вопросы теории управляемых случайных процессов не 
затрагиваются вовсе. Так, в обзоре совсем не освещены воп­
росы управления по неполным данным (см. на эту тему об­
зорную работу A. Н. Ширяева [203]), ЛИШЬ вскользь в связи 
с одной из первых работ по управляемым системам массового 
обслуживания [103] упоминаются задачи программного уп­
равления [115]. Наконец, мы совершенно не касаемся воп­
росов применения теории стохастических дифференциальных 
уравнений к задачам управления (с этими вопросами можно 
ознакомиться, например, по обзорной работе Вонема [64] 
или монографиям [121, 196]), а также задач, близких по 
своей постановке к задачам автоматического регулирования 
и управления [10, 115, 116, 121, 191]. Все эти методы и под­
ходы, хотя, по-видимому, и могут найти, в настоящее время 
еще не нашли применения в задачах управления системами 
массового обслуживания. 

В разделах, посвященных прикладным вопросам, также 
невозможно было отразить все области приложения УСМО. 
Например, не затрагиваются вопросы применения теории уп­
равляемых случайных процессов к задачам управления запа-
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сами и их связь с УСМО. Здесь отмечены лишь основные об­
ласти применения УСМО, которые проиллюстрированы на 
примерах наиболее интересных и характерных работ. 

В обзоре приняты традиционные обозначения для систем 
массового обслуживания, которые поясняются, например, в 
[108]. 

Г лав а I 
ТЕОРИЯ УПРАВЛЯЕМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 

И ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ СИСТЕМАМИ 
МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 

Для количественного изучения СМО ее поведение описы­
вают обычно некоторым, вообще говоря случайным (а для 
управляемой системы — управляемым) процессом. 

Общего определения управляемого случайного процесса 
в настоящее время не существует. Для процессов с дискрет­
ным параметром, т. е. для управляемых случайных последова­
тельностей основные определения и понятия теории сформу­
лированы И.' В. Гирсановым, Е. Б. Дынкиным. А. Н. Ширяе­
вым в докладе на VII Всесоюзном совещании по теории ве­
роятностей и математической статистике, состоявшемся в 
г. Тбилиси в октябре 1963 г., и содержатся в работе 
Е. Б. Дынкина [95]. 

Общие концепции управления при случайных возмущени­
ях рассматривались Блекуэллом [35—37], некоторые подхо­
ды к построению общей схемы управляемого случайного про­
цесса содержатся в недавней работе А. В. Скорохода [171]. 
Различные классы, области приложения и подходы к иссле­
дованию управляемых случайных процессов рассматривались 
многими авторами (А. А. Боровов, О. В. Висков, И. B. Гир-
«анов, Дерман, Е. Б. Дынкин, Н. В. Крылов, Г. Д. Кушнер, 
Р. Ш. Липцер, Ю. В. Прохоров, В. В. Рыков, Р. Л. Страто-
нович, Э. М. Хазен, А. А. Фельдбаум, Р. 3. Хасьминский, 
А. Н. Ширяев и др.) 

Вопросы теории управляемых случайных процессов за­
служивают самостоятельного обзора, отчасти они освещены 
в обзорной работе [203]. Здесь будут приведены лишь неко­
торые результаты, относящиеся к управляемым марковским 
и полумарковским процессам (УМП, УПМП), так как они 
находят наибольшее применение в УСМО. 

§ 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ 

Построение процесса, описывающего функционирование 
СМО, связано с определенными выборами, от которых во 
•многом зависит успех исследования. Рекомендации относи-
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тельно этих выборов в общем случае бессмыслены. Укажем 
основные направления этих выборов и приведем некоторые 
определения и обозначения. 

1.1. Способ наблюдения. Наблюдения над системой во вре­
мени можно производить в дискретные (случайные или де­
терминированные с равными или не равными интервалами) мо­
менты времени tt (i—0, l, • • •) ИЛ1- непрерывно 0</<со. В 
зависимости от способа' наблюдения соответствующая систе­
ма будет описываться .процессом с дискретным (цепью) или 
непрерывным временем. 

1.2. Множество состояний и пространство траекторий. В 
качестве состояний системы можно наблюдать различные ха­
рактеристики, связанные с ее поведением (количество требо­
ваний в системе или в очереди, время ожидания или время 
пребывания в системе и т. п . ) . Отождествляя состояния систе­
мы с некоторыми числовыми значениями (скалярными или 
векторными, дискретными или непрерывными), будем обозна­
чать их через х, у,..., а множество этих значений через X. 
При этом из-за наличия случайности в элементах системы ее 
доведение во времени описывается некоторым случайным про­
цессом £(/), траектории которого обозначим через x—x(t), 
а пространство траекторий — через Ж. Когда необходимо 
особо подчеркнуть, что траектория рассматривается на участ­
ке [s, 0 , будем пользоваться обозначением x-'-={x(T), s< 
<x<t}. 

1.3. Множество управлений и пространство стратегий. 
Управляющие воздействия будем обозиачать буквой и 
.(можно считать, что и принимает численные значения), a 
множество управлений — U. Если управления в разных со­
стояниях различны, то через Ux обозначим множество 
управлений в состоянии х. Тогда U— U Ux. 

xQX 
При определении стратегии управления следует разли­

чать случаи а) полностью наблюдаемого процесса, б) час-
тичио-иаблюдаемого и в) не наблюдаемого процесса. Проб­
лемы, связанные с частично наблюдаемыми и не наблюдае­
мыми процессами, здесь затрагиваться не будут (см. об этом, 
например, в [203]), и мы остановимся лишь на случае 
ПОЛНОСТЬЮ наблюдаемых процессов. В этом случае пред­
полагается, что наблюдателю доступна вся необходимая для 
управления информация о поведении системы, и она содер­
жится в траектории x(t) системы. 

Управление и. (t), быть может, рандомизированное, в мо­
мент времени t принимается на основании наблюдений за 
Траекторией системы до э т о г о момента времени и не зави­
сит от будущего течения процесса u(t) = u[t, х']н= 
tt=[t,x(x); 0 < t <t]*\ где и [i, х1]—вообще говоря, слу-

*> Индексы 0 снизу и оо сверху опускаются. 
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чайный функционал над пространством траекторий 30 про­
цесса \ (с) на участке [0, /). Семейство управлений во вре­
мени образует стратегию*) 

8=-{.й[*,х-], 0<z .<oo} . 
На множество стратегий обычно накладываются некото­

рые ограничения, вызванные как потребностями математичес­
кого анализа (например, измеримость) или физической осу­
ществимостью (кусочная непрерывность), так и специфи­
кой рассматриваемой задачи (например, в системах с приори­
тетами). Для обозначения различных пространств допусти­
мых стратегий вводятся символы Д, Д'£> и т. д. 

Фактическое определение оптимальных стратегий сопря­
жено с большими трудностями. Поэтому естественно стрем­
ление сузить класс исследуемых на оптимальность стратегий. 
В некоторых случаях такое сужение оказывается естествен­
ным и не ухудшает качества управления, в других наклады­
вается искусственно или обуславливается требованиями прак­
тической реализуемости. В этих случаях требуется оценка 
того, насколько накладываемые ограничения ухудшают уп­
равление. 

Для широкого класса систем оказывается, что оптималь­
ную стратегию можно искать в классе так называемых одно­
родных марковских стратегий. 

О п р е д е л е н и е . Стратегия 8=-{и[г;,х'], 0<t<'c-o} на­
зывается марковской, если для любого t a[t,x-]=-=«(t,x(t)),. 
если, кроме того, u(i,x(t)) = u(x(t)), то такая стратегия 
называется однородной марковской и обозначается 
•:> ={и(x), хвХ}. Пространство марковских стратегий будем 
обозначать через Л', а однородных марковских — через it). 

1.4. Описание УСМО управляемым случайным процессом. 
Наличие случайности в элементах системы (потоки требова­
ний, обслуживание) приводит к тому, что функционирование 
системы описывается случайным процессом |(£) (л;(^)—его 
траектории). Управления и(^) естественно влияют на вероят­
ностные характеристики процесса g(t). Поэтому поведение 
УСМО описывается управляемым случайным процессом, ко­
торый характеризуется парой (|, 6). В соответствующих раз­
делах приводятся способы конкретного описания отдельных 
классов управляемых случайных процессов. 

1.5. Функционалы потерь, риска (цели) и цены. Каче­
ство управления на участке [s, t) характеризуется некото-

*-. Стратегии случаях частично наблюдаемых y(t)=f[t, х'] и не на­
блюдаемых процессов следует определить как 6={u[t, у'], 0<,t<°°}r 
8 — u(t), 0<£<°°}. Управление, при котором информация о течении управ­
ляемого процесса либо недоступна наблюдателю, либо не используется» 
называется программным [115]. 
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рым функционалом 
Ll^Lllx,u]=L[x(t), и(т); s < - < t ] , 

зависящим от [траекторий х* процесса и применяемых на 
этом участке управлений и'-= и[ъ,х.х] ( s<- .< t ) . Для едино­
образия будем интерпретировать этот функционал как 
функционал потерь (хотя во многих работах рассматри­
вается доход от эксплуатации системы). В качестве функ­
ционала LJj можно рассматривать различные характеристики, 
.связанные с поведением системы, например, время, прове­
денное в некотором множестве состояний, время до попа­
дания в некоторое множество состояний, время ожидания, 
время простоя приборов или некоторые экономические 
издержки, связанные с этими явлениями. 

Часто оказывается ВОЗМОЖНЫМ считать функционал Ll
s 

аддитивным, т. е. таким, что 
Lj.=L;+L.i (*<-<*). 

Всюду в дальнейшем, где это особо не оговаривается, 
функционал l\ будем полагать аддитивным. 

Для определения цели управления заметим, что так как 
течение процесса случайно, то «риск», связанный с исполь­
зованием на участке [s, t) стратегии 8, определяется обычно 
с помощью некоторого оператора усреднения и зависит, во­
обще говоря, от наблюдений y —/[x^] за траекторией 
x(-.) процесса и принимаемых на этом участке управле­
ний И(х) 

где символом М6 обозначается математическое ожидание 
при использовании стратегии 8. 

В случае программного управления (не наблюдаемого те­
чения процесса) имеем 

в случае полностью наблюдаемого процесса имеем соответ­
ственно 

Цель управления состоит в минимизации целевого функ­
ционала 

# (&)=*>• min , 

т. е. в построении такой стратегии 8.* (если она сущест­
вует), для которой 

/?5(8*) = inf/?.J(8) (0<s<*<oo). 
й 
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Целевой функционал R (S) называют также функционалом 
риска. 

Заметим, ЧТО целевой функционал вида 
Р [Ls [x, u] > в}-->ш1п 

также может быть выражен с помощью усреднения. Для 
этого следует рассмотреть новый функционал потерь 

/-.- 1х» Ul — < f 
[1, если Ц[х, u]>v. 

Для определения понятия оптимальности стратегии-и 
формулировки задач определения оптимальных стратегий 
введем предварительно понятие цены управляемой системы. 
Ценой управляемой системы на участке [s, t) называется 
функционал 

ФПх,и] = 1п1/^[х,и;8]-е 
Видоизменения, которые нужно внести в это определение, 
в случае не наблюдаемых или частично наблюдаемых траек­
торий процесса, очевидны. 

Конкретизируем теперь понятие оптимальной стратегии. 
При этом придется отдельно рассмотреть случаи конечного 
и бесконечного времени функционирования системы. 

1.6. Постановки задач. В зависимости от продолжитель­
ности наблюдения за системой будем различать несколько 
вариантов постановок задач определения оптимальной стра­
тегии управления системой массового обслуживания. Заме­
тим, прежде всего, что наряду с функционалом L-* [х, и] по­
лезно рассматривать функционал потерь вида 

t 

^ = ^ [ 2 ; x , u ] — $e-zcdL(-), 

который для аддитивных функционалов L*s существует 
с вероятностью 1. Этот функционал можно интерпретиро­
вать как потери при эксплуатации системы в течение слу­
чайного и не зависимого от ее работы времени 0 с функцией 
распределения P {6<t} = l — e~zi или, в случае, когда Ls 
носит экономический характер, как функционал потерь 
с переоценкой. 

Связанные с функционалом <---> [г, х, и] риск и цену систе­
мы обозначим соответственно 

^[ г ; Х ,ц ;8] -=М 5 {^ |х^ц^} > 

8i[s;-x,u}.=inf.»i[$;xIu;8] 
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и будем называть г-риском и г-ценой системы соответствен­
но; при ЭТОМ, так как для обозначения функционалов потерь 
с переоценкой, г-риска и г-цены вводятся другие буквы, 
зависимость от переменной г можно не указывать. 

Управление на конечном интервале времени. В случае, 
если работа системы рассматривается на заданном конечном 
интервале времени Т, функционалы риска и цены (г-риска 
и г-цены) принимают соответственно вид 

/^[x,u;8]==M°{Lf/x',u'}; 
Of Е= ФГ [х, ц] = inf Rj [x, u; 8]; 

лПх,и;8]=Мв{*Г/х',и'}; (1) 

0.J s gf [х, u] =-= inf 3% [x, u; S]. 
б 

Стратегии V управления системой на конечном интервале 
времени [О, Т) будем называть для краткости Т-стратегиями. 

О п р е д е л е н и е . Г-стратегии Ът'\ 8Г* (г), 88г*, 88Г* (г) 
называются соответственно: 

а) оптимальной, если RT (8Г*)=-ФГ, , 
б) г-оптимальной, если 3lT [bTl*(z))= gf, 
в) --оптимальной, если 

•, г) (г, е)-оптимальной, если 
Управление на бесконечном интервале времени. При 

управлении на бесконечной интервале времени потери, свя­
занные с функционалом LT [x, и], неограниченно растут. 
Поэтому можно говорить лишь об оптимальности относи­
тельно функционала <-5r[x,u], для которого цена tyT ограни­
чена при ~{to}{infty}, но неограниченно возрастает при г-э-0. 
Оптимальность относительно функционала LT [x, и] естест­
венно понимать в смысле минимизации средних потерь в еди­
ницу времени*-1 

Hm^M&{fJ[x,u)}^min. 
Т-юо 1 

Поэтому наряду с функционалами риска и цены (г-риска и 
г-цены соответственно) введем понятия среднего риска и 
средней цены (среднего г-риска, средней г-цены соответст­
венно), которые определим соотношениями (в предположе­
нии, что соответствующие пределы существуют) 

*) По поводу других подходов см. [35]. 
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i7— - п '+Г | rJx,u;S] = l im-^^ + r [x .u ; s ] 
Г-кю 

?Jx,u]-=infr;[x,u;8L в 
r,, [x, u; 8]== lim z&t [z; x\ и; §], 

z->0 

P<[x,u]=Inf-/[xttt;8]. 

(2) 

системой на интер 
назовем соответст 

ES(0), в8 называются 

следующее onpe-

О п р е д е л е н и е . При управлении 
вале [0, оо) стратегии -В* (гт), 8* (0), 8* 
венно 

а) г-оптимальной, если -% (8* (г)) = S, 
б) О-оптимальной, если г(8*(0)) = р, 
в) и, наконец, просто оптимальной, если г(8*)-=ср, 
Определение . Стратегии -8 (г), 

(г, е)-, (0, е)-, е-оптимальными, если 
, а) ^(е8(г))<5 + е, 

б) ~(eS(0))<P + e, 
"'в) Я(е8)<ср + е. 

В дальнейшем будет полезно также 
деление. 

О п р е д е л е н и е . Стратегии (Т-стратегии) 8 ;и 8 (8 и S ) 
называются эквивалентными, если г (8) —/" (8) (R (8Г)=-
=RT(t)). 

Аналогично определяется понятие эквивалентности отно­
сительно функционалов £ЯТ и •: . 

При исследовании УСМО нужно прежде всего решить 
вопрос о существовании оптимальной или в-оптимальной 
стратегии, по возможности сузить класс стратегий, в котором 
следует искать оптимальную стратегию и разработать мето-

• ды фактического построения оптимальных стратегий. Естест­
венно, при этом приходится ограничиваться некоторыми оп­
ределенными классами УСМО. В следующем параграфе со­
держится обзор работ, в которых эти вопросы решаются для 
управляемых марковских и полумарковских процессов с ко­
нечным пространством состояний, а стало быть, и для 
УСМО, описываемых подобными процессами. 

§ 2. УПРАВЛЯЕМЫЕ МАРКОВСКИЕ И ПОЛУМАРКОВСКИЕ 
ПРОЦЕССЫ. ТЕОРИЯ, МЕТОДЫ 

Впервые понятие управляемого марковского процесса 
было сформулировано и систематически изучалось, по-види­
мому, Карлином [287] и Беллманом [219]. Одна из 
первых прикладных постановок задач, проводящих к модели 
т. 



управляемого марковского процесса, принадлежит A. Н. Кол­
могорову и связана с обнаружением разладки производст­
венного процесса. Доложенная на VI Всесоюзном совещании 
по теории вероятностей и математической статистике в 
г. Вильнюсе в 1960 г., эта модель изучалась в дальнейшем 
A. Н. Ширяевым и послужила отправной точкой большого 
числа исследований об оптимальной остановке случайного 
процесса. Одна из первых монографий, посвященных после­
довательному изложению теории управляемых марковских 
процессов, принадлежит Р. Л. Стратоновичу [175]. В послед­
нее время появились монографии Дермана [248], Минэ и 
Оеаки [317], Росса [341], Ховарда [279], обобщающие ис­
следования различных авторов по теории управляемых мар­
ковских и полумарковских процессов (УПМ, УПМП) с ко­
нечными пространствами состояний и управлений и их при­
ложениям. 

Работы, посвященные управляемым марковским и полу-
марковским процессам, можно разбить на три группы. К пер­
вой группе относятся работы, содержащие обоснования тео­
рии УМП, исследование вопросов существования оптималь­
ных стратегий и изучение их свойств. В первую очередь здесь 
следует отметить работы Блекуэлла [35—37, 226—228], 
Дермана [240—252], О. В. Вискова и А. Н. Ширяева [62], 
Н. В. Крылова [118, 119], которые рассматривали схему уп­
равляемой марковской цепи (УМЦ). В различных постанов­
ках и при различных предположениях эти вопросы исследо­
вались затем многими авторами [6—8, 81, 84, 161, 195, 204, 
:206, 198, 229, 230, 239]. 

Управляемые марковские скачкообразные процессы рас­
сматривались В. В. Рыковым [168], Л. Г. Губенко и 
Э, С. Штатландом [80]. УМП с полукомпактным множест­
вом состояний и борелевским множеством управлений иссле­
довал А. К. Звонкий [97]. А. Д. Соловьев [172] исследовал 
управляемые процессы гибели и размножения. Некоторые 
постановки задач управления неоднородными процессами 
гибели и размножения содержатся в работе [9]. 

Условия существования оптимальных стратегий управле­
ния УПМП для различных классов пространств и управле­
ний исследовали Липпман [299, 300], Росс [340, 341], Стоун 
[358], Хаусман [270] и др. [30,73,82, 83, 89, 180—182, 237, 
238, 266, 259—261]. Читгопекер [232] исследовал структуру 
оптимальных стратегий управления УПМП. 

Вторую группу составляют работы, в которых разрабаты­
ваются методы фактического определения оптимальных 
стратегий. Известно два таких метода. Первый основывается 
на идеях динамического программирования и заключается в 
использовании некоторой итерационной процедуры, впервые 
предложенной для УМЦ и УМП Ховардом [198] и обобщен-
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ной затем на случай УПМП в классе марковских допустимых 
стратегий Джевеллом [85], Денардо и Фоксом на УМЦ и. 
УПМП с несколькими эргодическими классами [237, 239]. 
Читгопекер [232] распространил применение этого метода на. 
более широкий класс допустимых стратегий (см. п. 2-3).' 
Уточнениями этой процедуры занимались Миллер и Вейнотт 
[313—315] и др. [229, 230, 266, 301]. 

Второй способ определения оптимальных стратегий уп­
равления сводится к применению методов линейного или 
дробно-линейного программирования. На связь задачи опре­
деления оптимальной стратегии управления в классе 33 с 
задачами линейного программирования для УМЦ указали 
Ф-. Вольф и Г. Данциг [63], аналогичную связь для рандо­
мизированных марковских нестационарных стратегий устано­
вили Челлинк и Эппен [231]. Минэ и Табата [318, 319] рас­
пространили эти результаты на УМП. Ховард [276—279] и 
Фокс [258—261] исследовали возможность применения мето­
дов линейного и дробно-линейного программирования для^ 
определения оптимальной стратегии управления УПМП.. 
Этим вопросам посвящены также работы Д'Эпену [256],. 
Манне [311], Б. Г. Питтеля [151] и др. 

Наконец, в третью группу входят работы прикладного-
характера. По-видимому, одно из первых применений УМП. 
и УПМП связано с задачами замены оборудования и про­
филактического обслуживания, которые рассматривали Дер-
ман, Клейн [242, 249—251, 290] и др. Эти вопросы получили 
в дальнейшем широкое распространение (см. § 4.3). В зада­
чах оперативного управления производством (см. § 4.1) 
модели УМП использовались В. В. Рыковым [164, 165, 167] 
и др. [83, 134—137, 183, 184+ Модели УПМП в этих же це­
лях использовал М. Г. Теплицкий [178—182]. 

Применительно к задачам диспетчерского контроля (см. 
§ 4.2) модели УМП и УПМП рассматривались в работах 
[1, 2, 155, 157]. В работах Ю. И. Неймана и М. А. Федотки-
иа [143, 144, 188—190] УМП использовались как модели 
управления транспортными потоками (см. § 4,4). В задачах 
теории надежности (см. § 4.3) модели УМП и УПМП ис­
пользуются также в связи с задачами оптимального резер­
вирования [68, 69, 72] и контроля сложных систем при огра­
ниченных средствах контроля [21, 87—89] и т. д. 

2Л. Управляемые марковские цепи. Пусть наблюдения-' 
над системой производятся в дискретные детерминированные 
моменты времени tn=n (n=-=0, 1, 2 , . . ) (случай, когда /„ — 
случайные моменты, описывается полумарковским процес­
сом). Множество наблюдаемых состояний X состоит из ко­
нечного или счетного числа точек {х, у,...}, управления ш 
принимают конечное число значений. Пространство допусти-
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мых стратегий А состоит из множества различных последо­
вательностей 

8 = {M(0,x(0)), u(\,x(0), й(0), .^(1)),...}. 
Наряду с пространством всех допустимых стратегий А будем 
рассматривать пространство А' марковских стратегий §6АЛ 

8 — {Ц(0,л-(0)), tt(l,x(l)),...} 
и пространство © однородных марковских стратегий &£.--> 

Ь — {и(.л-), x6X}. 
Предположим, что наблюдения над состояниями системы 
удовлетворяют условию 

Р$у + 1)=у/¥=х1, 8'==«<} = 
=P[l(t + l)=y/l(t)=x,u(i)=>u}=pxy(u).* 

Тогда поведение соответствующей УСМО описывается 
управляемой марковской цепью (УМЦ); определяемой вероят­
ностями переходов рху{и). Качество управления в этом 
случае характеризуется функционалом потерь 

t 

Ф > и] = 2-*(о .-(*+!)(« (О), (3) 
где 1хУ(и) — потери, связанные с переходом из состояния х 
в состояние у при управлении и. 

Выражения (1) для риска, цены, г-риска, г-цены для ко­
нечного времени функционирования Т в этом случае при­
нимают вид: 

ЯДх, и; 8]-=ма J S ^(„..-(н-иИО)/^. u-J, 

0[[x,u].-inf^[x.tt;8], 
б 

Я№ х, и; Щ = _z_ fМ«{2^ ( ( ) , х ( ( + 1 ) (и (0 ) /х ' , и'} 
J g-Z 

или, заменяя е""* на г, отбрасывая сомножитель , 

*Г[г; х, u; 8]=M° { 2 2 % ) i J B ( l + 1 ) M 0 ) / ^ и '}, 

%J[x, u]=inf .згДх, и; о]. о 
Аналогично в соответствии с формулами (2) записываются: 

*) Заметим, что при произвольной; стратегии б последовательность 
1(0 яс образует, вообще говоря, марковскую цепь, так как управления 
к (0 и, стало быть, вероятности рху{и) могут зависеть от предыдущих со­
стояний системы. 
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выражения для среднего р и с к а Гд х , u ; g] средней цены 
cp^x, u], среднего г-риска ^[х, и; 8] и средней г-цены рДх, и] 
системы при бесконечном времени наблюдения. 

Схема УМЦ изучалась в работах [6 — 8, 35—37,62, 81, 
•84, 95, 118, 119, 161, 195, 198, 204, 206, 219, 226-228, 230, 
240-249, 252, 287, 303 — 307, 308, 317, 337, 338, 341, 346, 
356]. Основное внимание исследователей при этом было 
направлено на решение следующих вопросов. 

1. Существование оптимальных, г-, е- и (г, е)-оптимальных 
•стратегий и Т-стратегий в классах всех допустимых страте-
гиймарковских стратегий Д', однородных марковских стра­
тегий А, £>. 

2. Эквивалентность оптимальных стратегий из различных 
классов Д, А', £>. 

3. Поведение г-отимальных стратегий при г -И .в част­
ности существование равномерно (по г при г -{to} 1 — 0) 
г-оптимальных стратегий. 

Для УМЦ с конечными пространствами состояний X 
и управлений U Блекуэлл [35], Дерман [240], О. В. Висков 
и A. H. Ширяев [62] доказали существование г-оптимальных и 
•оптимальных стратегий в классах А, А', © и их эквивалентность. 
М. Л. Дашевский и Р. Ш. Липцер [84] установили существо­
вание равномерно (по г—И—0) г-оптимальной стратегии. 

В случае счетного пространства состояний X г-оптималь-
ные стратегии в классах А, Д', £> существуют и эквивалент­
ны [118, 119], но как показал Дерман [245], равномерно 
(по г-> 1 —-О) г-оптимальной стратегии может не существовать. 
Может не существовать также оптимальной стратегии в клас­
се А [245], но если она существует, то всегда найдется эк­
вивалентная ей из £> [118, 119]. Условия существования оп­
тимальной стратегии в случае конечного пространства уп­
равлений исследовал Росс [337]. 

Случай счетного пространства управлений изучали Ман­
тра [304, 305], Н. В. Крылов [118, 119] и др. 

Доказано существование (г, &)- и е-оптимальных страте­
гий в классах Д, © и их эквивалентность. 

Более общие случаи, когда пространства Хя (или) U явля­
ются компактными множествами или борелевскими подмно­
жествами в полном сепарабельном метрическом пространст­
ве, исследовались Блекуэллом [35], Мантрой [307], Россом 
[338] и др. [7, 8, 81, 195, 206, 262, 308, 346, 356]. 

Е. Б. Фрид [195] исследовал вопросы существования 
«-•и (z, e)-оптимальных стратегий для УМЦ со счетными 
пространствами состояний X и управлений U при ограниче­
ниях вида 

со 

М62г7С*г> uhxw)<k. 
/„1 
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A. А. Юшкеоич [206] ввел понятие канонической страте­
гии— стационарной стратегии, оптимальной на всех конеч­
ных интервалах времени [0, Т] и исследовал вопросы суще­
ствования канонических стратегий-

Сводка основных результатов, полученных в направлении 
решения вопросов 1)—3) для УМЦ с дискретными прост­
ранствами состояний и управлений при бесконечном време­
ни функционирования системы*), представлена в виде таб­
лицы, заимствованной в основных чертах из работы [203]. 

Таблица 1 
Сводка результатов о поведении оптимальных стратегий для 

управляемых марковских цепей. 

N. X 
U N. 

Конечно 

Счетно 

Конечно 

1. Существуют и эквивалент­
ны г-оптимальные стратегии в 
классах Д, А', 2) [35, 62,. 240] 

2. Существуют (равномерно 
по 2-*-1—0) 2-оптимальные 
стратегии в классе 2) [84] 

3. Существуют и эквивалент­
ны оптимальные стратегии в 
классах Д, Д', 2) [62, 240] 

С ч е т н о 

1 • Существуют и эквива­
лентны г-оптимальные стра­
тегии в классах Д, Д', 2) 
[35, 119,245] 

2. Равномерно (по г-> 
->• 1—0) г-оптимальные стра­
тегии могут не существовать 
[245] 

3. Может не существо­
вать оптимальной стратегии 
в 2) [245] 

1. Существуют и эквивалентны (г, 8)-оптимальиые стра­
тегии в классах Д, Д', 2:>- Если существует оптимальная 
стратегия в классе Д, то существует оптимальная и в 
классе 2) и они эквивалентны [118, 304]. 

2. Существует 8-оптимальная стратегия в классе 2) [304]. 

Из таблицы видно, что в случае конечных пространств X 
и U оптимальная стратегия всегда существует и эквивалент­
на некоторой однородной марковской стратегии, поэтому при 
фактическом определении оптимальной стратегии можно ог­
раничиться более узким классом £> однородных марковских 
стратегий. 

Если пространства X и (или) U счетны, то оптимальной 
стратегии может не существовать (если U — конечно, 
всегда существует г-оптимальная стратегия), но если она 

*) В случае конечного времени функционирования системы, естествен­
но (справедливы аналогичные утверждения, с учетом того, что оптимальные 
стратегии не будут вообще говоря, однородными. 
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существует (для конечного U условия этого указаны в-
[337]), то всегда можно подобрать эквивалентную ей из 
класса Э [118]. 

Наконец, для счетного пространства U всегда существу­
ют в Д (г, е)- и е-оптимальные стратегии, эквивалентные 
соответствующим стратегиям из ©[118,304]. Поэтому и в 
этих случаях при определении оптимальной стратегии также 
можно ограничиться более узким классом однородных 
марковских стратегий. 

Далее в разделах 2.4, 2,5 мы более подробно остановим­
ся на методах фактического определения оптимальных: 
стратегий в классе !D при конечном и бесконечном времени. 
функционирования системы. 

Как основные теоретические результаты, представленные 
в таблице, так и практические методы определения опти­
мальных стратегий для УМЦ основываются на уравнении 
динамического программирования для соответствующей 
цены процесса. Можно показать, что для УМЦ с аддитивным 
функционалом потерь цена на конечном участке времени 
Фг [x, UJ и г-цена Sf [x, U] не зависят от траекторий х' к 
принимаемых управлений и' до момента t, а зависят лишь 
от Состояния процесса x(t) в последний момент времени tr 
т. е. для всех t ( 0 < t < r ) справедливы соотношения 

ФГ[х, ц] = Ф.Г (*(*))----ФГ-'(л-), 
g[ [x, u] — Sf (г, х (ty^zW-1 (г, х). 

Переходя в последнем соотношении к пределу приг 
7{to}oo, что ВОЗМОЖНО в силу ограниченности г-цены,. 
получим 

SJz; x, u] = S, (г».*(0)=-г'.3(г, х). (4) 
Для вывода уравнений динамического программирования 

будем отправляться от соответствующего уравнения для 
г-цены на конечном участке времени [s, t) 

&,(г,х)=тШ [ г - и « ) + 2/7^(«)SJ+1(2, у)], (5) 

где lx(ti)=^pxy{u)lxy(u), которое вытекает непосредствен-

но из определения г-цены Щ (г, х). Принимая далее во. • 
внимание соотношение (4), сокращая на zs и заменяя t — s 
на t, из уравнения (5) получим «прямое» уравнение динами­
ческого программирования для г-цены. 

8- (г, х) — mm [lx («)+г 2 Рху (") S'-1 (г, у)]. (6> 
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Переходя теперь в уравнении (5) к пределу при t->oo, что 
•возможно в силу ограниченности г-цены, и заменяя s на i, 
получим «обратное» уравнение для г-цены 

8< (г, х) = min \г% (и) + 2 РХУ (») -*<+i (г, .-/)]• (7) 

Заметим теперь, что, в силу ограниченности г-цеиы в прямом 
уравнении (6), можно перейти к пределу при t {to} оо. При 
этом оно принимает вид 

5 (г, x) = min f i, (и) + г 2 рху («) 8 (г, у)], 

•совпадающий в силу (4) с обратным уравнением (7) при t = 0. 
Наконец, соотношения (5) и (6) допускают предельный 

переход при г - > 1 - 0 . Замечая, что 5-(г, л^Ф^л : ) при 
2{to}l —0, получим 

Ф' (x) = min [lx {a) + 2 РХУ («) Фх Qf)] 

•я соответствующее «прямое» уравнение для цены Ф' (х) УЦМ 

Ф.(*) = т1п [/,(»)+ 2 РхАи)Ф1'1(У)]- Ф) 
иеих uQx 

Соотношения (6, 8) можно использовать для фактического 
определения оптимальных стратегий управления УМЦ с 
конечным временем функционирования. 

2.2. Управляемые марковские процессы. Предположим 
теперь, что система, которая может находиться в одном 
из состояний конечного или счетного множества состояний 
.Х={х, у,...}, наблюдается непрерывно. Управление и 
принимает конечное число значений. 

Будем предполагать, что простра-нство траекторий •—' 
состоит из множества всех измеримых функций x(t), a 
пространство допустимых стратегий А—.из всех измеримых 
стратегий, т. е. таких стратегий 8 = {a[t, х-], 0 < t < оо}, что 

{(г, x*):u[t, x4—«}G@rX@2?, 
•где ©г--о-алгебра множеств на прямой, а ©.£? — o-алгебра в 
пространстве 9С, порожденная цилиндрическими множествами. 

Предположим, что наблюдения над системой удовлетво­
ряют условиям 
1) \*>Щ + К) = у[\ • .-х-. Ъ(=и*}=>?\Щ+К)=у1Щ=х,и.Ц) = и.} =-= 

_ И + лХ1Г(и)А + о(А) при у=х, 
~\axy(u)h-{-o{h) при уфх, 
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ахУ (и)>0 {у7--Х), ахх(и) = - - 2 ^ , ( а ) ; 
ибх 

2) при любой стратегии 6 вероятность того, что за время 
[if, t-\rh) в процессе произойдет более одного изменения, бес-: 
конечно мала по сравнению с h. 

О п р е д е л е н и е . Управляемый процесс, удовлетворяю­
щий условиям 1), 2), назовем скачкообразным марковским 
управляемым процессом. 

Заметим, что приведенное определение накладывает огра­
ничение на класс рассматриваемых стратегий( или на уп­
равляемый процесс). Грубо говоря, введенное определение 
исключает слишком частые колебания стратегий, т. е. пред­
полагается, например, что стратегии принадлежат классу 
стратегий, имеющих пределы справа и слева в каждой точке. 
По-другому это ограничение можно интерпретировать так,. 
что процесс не реагирует на слишком частые изменения 
стратегии. 

Требование аддитивности функционала приводит к тому., 
что 

z'+ft[x(~0,«M]== 
/-х-(и)h-\-o{h) при х(t + h) — х(t)=x,u(t) = u, 

~\lxil(u)-{-0(li) при x {t-\-h)—y, x(t)=x, u(f) = u. 
Пусть £Р(ф,у) — множество траекторий, приходящих в мо­
мент t в точку у при стратегии 8. 

Аналогично п. 2.1 можно показать [168], что при любой 
стратегии 8 на участке [0, t) для Рб почти всех траекторий 
•x-6$?'(--i у) цена Ф<"[х',и'] и г-цена _5[[г;х',и'] не зависят от 
траекторий х- процесса и управлений \х* на участке [0, t), a 
зависят лишь от состояния процесса x(t) = y в последний 
момент времени t: 

•ф[[х, и] = ФГ (*(*)) = Фг~'ДО, 
%T

t [г; х, и] = $ (г, х (0)=-- e^F7" - ' (г, у), 
и1 при Г {to} оо 

&[x,u]-b$t[x, u]'*8t(*'X(t))'=e-"$i{z,y). (9> 
Это свойство позволяет выписать «прямые» дифференциаль­
ные уравнения, связывающие функции цены ®'{х) и г-цены 
$'(х) с оптимальными стратегиями 

—к-'. .= mm 
dt « ^ 

1Ли) + ^а,ху{и)&{у) 
у&Х 

(10> 
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- -^L+2§- ( j c ) = min (v(") + 2^y(«)F'(^) 
uGx 

, (11) 

где lx (a) -= lxx (tt) + 2 a.», (") lxy {u). 
увх 

При неограниченном времени функционирования системы 
для г-цены %t{x) имеет место обратное уравнение 

-<3WL = ™n к" -*(») + S-*„(») %t <#)]• (12) 
"еи* L *е* J 

Из уравнения (11) при t-->oo и из уравнения (12) при 
г? = 0 получаем с учетом (9) 

z$(x) = mm 
иви„ U»)+Se-j(s).e(»)' 

убх 
Доказывая существование и единственность решения 

уравнений (10) — (12) в пространстве цен (для уравнения 
(11) —• см. [168]), убеждаемся в существовании соответст­
вующих оптимальных стратегий, а также в том, что они мо­
гут быть выбраны марковскими в случаях (10, 11) и одно­
родными марковскими в случае (12). Можно показать, да--
лее, [168], что для уравнения (12) существует равномерно 
(по 2 при z{to}+0) z-оптимальная однородная марковская 
стратегия, откуда в силу 

1 т lim у Ф (x) = lim zg (гл:) 
Г->оо - z->+0 

следует факт существования оптимальной стратегии в клас­
се А и эквивалентность её оптимальной однородной марков­
ской стратегии. 

Последнее утверждение показывает, что изменения уп­
равления в оптимальной стратегии для скачкообразного 
марковского процесса могут происходить лишь в моменты 
изменения его состояний. Таким образом, для определения 
оптимальной стратегии можно ограничиться изучением вло­
женной по моментам изменения состояний марковской цепи. 
Более того, в некоторых случаях специфика задачи может 
привести к различным ограничениям на изменения управле­
ния при определенных изменениях СОСТОЯНИЙ (см. § 3.1). 
В таких случаях достаточно ограничиться изучением марков­
ской' цепи по моментам, допускающим изменения управле­
ния, которые будем называть моментами управления. ПРи 
э'том нужно иметь в виду, что при переходе к вложенной 
марковской цепи изменяется критерий оптимизации, а имен­
но: минимизация потерь в единицу времени заменяется их 
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минимизацией за переход. Методы, позволяющие сохранить 
в качестве критерия потери в единицу времени, развиваются 
в теории управляемых полумарковских процессов (УПМП). 

В задачах теории массового обслуживания и теории на­
дежности особое место занимают, как известно, процессы 
гибели и размножения. Исследованию вопросов управления 
процессами гибели и размножения посвящена работа 
А. Д. Соловьёва [172]. Состояние п (n=0, 1, 2,...) про­
цесса, характеризующегося параметрами (ап, fin), интерпре­
тируется как количество требований в некоторой системе 
массового обслуживания. За единицу времени пребывания в 
системе платится штраф в размере с единиц, за единицу вре­
мени работы системы с суммарной интенсивностью {5 платит­
ся штраф ср(|3), где ф (x) — функция, удовлетворяющая ус­
ловиям: 

1) ф(-х)—определена и дважды дифференцируема на 
[О, Ь], 0<6<+оо ; 

2) <р(лО>0, «-/(.*)>О, 9"(х)>0, 0<х<Ь, 
3) cp'(x){to}oo npwx->b — 0. 
При заданных параметрах ап требуется выбрать парамет­

ры р„ так, чтобы минимизировать средний риск, имеющий в 
данном случае вид 

00 

г(р)=^[пс + 9фп)]Рп, (13) 

где рп — вероятности состояний системы (p0, ри ...)—р 

2 в*1 
Рп = 

ft» О 

Достаточное условие существования минимума функцио­
нала (13) дается следующей теоремой: если найдется после­
довательность р„, 0 < рп < 6, такая, что 

1)^гШ)<°° (14) 
2) а„<Ф([-„)[(р'(р/!+1)]-1, начиная с некоторого ш 

•где ф(х)-—xcp'(x) —<p(x), то существует минимум функцио­
нала г (р). 

Далее, если выполняется условие регулярности 
Нта„ф'(|Зп+1)А-0, (15) 
Л-юо 

то функционал г(р) достигает своего минимального зна­
чения 

r0 = minr(p)=a0cp'(p*). 
{Р} 



а интенсивности обслуживания {р*}, обеспечивающие это 
минимальное значение, удовлетворяют следующему необхо­
димому условию 

05-° • ) 

Соотношение (16) позволяет последовательно вычислить 
значения р* (п==0, 1, 2,. . .) , если известно р*. 

В случае конечного, скажем N, числа состояний а^-^О. 
Тогда достаточные условия (14) существования минимума 
функционала г(р) и условие регулярности (15) выполнены. 
необходимое условие (16) принимает вид 

PS=o ] 
w' №+l)=HK)-™+w' Щ (17) 

o=*(&)--Vc+a0«p'.(P!) i 
Система уравнений (17) имеет единственное решение. 
Возвращаясь к случаю бесконечного числа состояний, 

обозначим через f-w решение системы (17). В работе [172 
показано, что последовательность ffl монотонно возрастает, 
ограничена и, следовательно, имеет предел limpf-— Рь ко-

/V--+00 
торый совпадает с соответствующим значением в случа'е 
бесконечного числа состояний. Приведенные соображения 
дают способ вычисления значения PJ в соотношениях (16). 

Наконец, так как проверка условия регулярности (15) 
затруднительна, приводятся достаточные для регулярности 
признаки: условие регулярности (15) выполнено, если имеет 
место хотя бы одно из трех приводимых ниже условий: 

1) Функция ^ ф / 1 " ограничена в окрестности точки х = Ь\ 

2) функция *,?/• f ' монотонно возрастает при л > х 0 , но 
существует последовательность vn->b — 0, для которой: 

со 

Cp(v»> оо, ,\ У -11 
б) начиная с некоторого я для любого к </г; 

$M/<p'(v„.H)<aft; 
3) для любого п. a „ > a > 0 , £==.+ оо, •Xl(

3P- МОНОТОННО 
возрастает при x > x 0 . 

2.3. Управляемые полумарковские процессы. Основные со­
отношения. Во многих практических ситуациях марковские 
модели оказываются недостаточными. Более широкий класс 
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систем массового обслуживания описывается полумарковт 
сними процессами, которые изучались многими авторами 
(Леви, Смит, Пайк, Кингмэн, В. С. Королюк, И. И. Ежов, 
Г. И. Призва и др.). Одно из возможных определений полу-
марского процесса £(t) состоит в следующем [85]. Пусть 
система может находиться в одном из СОСТОЯНИЙ конечного 
или очетного множества Х={х, у,...}, причем переходы из 
состояния х в состояние у происходят с вероятностями рху 
независимо от предыдущей истории, а время пребывания в 
состоянии х до перехода в состояние у является случайной 
величиной тху с заданной ФР Fxy(t) — P{rxv<t}. 

Процесс l(t)=x, если в момент t система находится в 
состоянии х, называется полумарковским процессом. 

Обозначим через N (t) число изменений состояний си­
стемы за время t\ 5,,—-момент п-го изменения состояния 

п 

системы, Цтак, что SQ==О, Sx = xXoXl,. .., S,,='2 хх. >Л. ..; 
г - = 1 

Х[= х(Si — О)-— состояние системы непосредственно перед 
моментом i-го изменения, 

Пусть теперь имеется управляющий параметр, принимаю.-
ЩИЙ значения и из некоторого конечного множества U, так 
что вероятностные характеристики процесса зависят от зна­
чения управления. Семейство управлений во времени опреде­
ляет стратегию 

b = {u[i, х1}, 0 < t < o o } . 
Пара (£, 8) называется управляемым полумарковским про­

цессом (УПМП). 
Однородной марковской стратегией, как и ранее, назы­

вается стратегия, при которой управления в каждый момент 
времени зависят лишь от состояния процесса в этот момент 
времени u\t, x']== tt(x(.0). 

Если ограничиться лишь однородными марковскими стра­
тегиями, то УПМП описываются наборами: 

РХУ (и) (xi yGX, «GU) —вероятностей переходов и 
F.vy(^ M) (x> У&Х, иб-U) —ФР длительностей пребывания. 
Заметим, что в отличие от марковских управляемых про­

цессов в данном случае это предположение является некото­
рым искусственным сужением класса исследуемых на опти­
мальность стратегий, так как, вообще говоря, для полумар-
ковского процесса управление в каждый момент времени 
может зависеть не только от СОСТОЯНИЯ, В котором находится 
система, но, и от времени, проведенного в, этом состоянии. 
Упомянем по этому поводу работу Читгопекера [232], в ко­
торой пространство всех допустимых стратегий Д характери­
зуется следующий образом. 
66 



В момент попадания процесса в любое из СОСТОЯНИЙ 
xGX назначается случайное время 8Х с ФР Gx(t) — P{0a:<t} 
такое, что если до момента 8Ж система не перейдет в новое 
состояние, этот переход совершается в момент 6-. с вероятно­
стями pxy(Qx, и) и назначается новое время пребывания в 
состоянии у с ФР Fy (t, и) (и — управление). 

Для стратегий класса А функции распределения «неопре­
деленности» Gx(t) и управления u(t) могут зависеть от всей 
предшествующей истории системы. 

Наряду с классом Л рассматривается класс стационар­
ных нерандомизированных стратегий А, для которого управ­
ления и, ФР Gx{t) зависят только от состояния, в котором 
находится система, а ФР Gx(t) имеет, кроме того, вид одно­
точечного распределения. Основной результат работы [232] 
состоит в том, что существует стратегия 6*6 А', оптималь­
ная в А. 

Для определения стратегии 8* предлагается использовать 
модифицированную процедуру Ховарда [198]. 

Ограничимся теперь классом однородных марковских 
стратегий *>б£Х Для УПМП аддитивный функционал потерь 
Lj[x,u] можно представить в виде 

+ 2 (^.^(«(^-о^+^^^^.-о))-,^) — 
i-=.V(j)-|-l , • 

~~ lxN(t),xN{t)+l (U (-))(*-*-V(0 + 1 ~ О» 

где l'xy(u) — потери, вызванные переходом из состояния х в 
состояние у при управлении и, а 1"ху(и)—-потери за единицу 
времени пребывания в состоянии х в ожидании перехода в 
состояние у при управлении и. 

Переходя к определению функционалов риска и цены 
(г-риска и г-цены соответственно), заметим, что если огра­
ничиться поиском оптимальных стратегий в классе марков­
ских стратегий, то достаточно определить функционалы 
лишь на участках [s, t), начинающихся некоторым измене­
нием состояния системы. Пусть s = .!>,. является моментом 
изменения полумарковского процесса, тогда, так как Sn 
является моментом регенерации процесса, условные риск 
Rs

sfT(b) = Mi{Ls
sfr\xsn,tis-)Sn) и г-риск ^ + r ( S ) = -

= М° isss
s
n+rlxSn,uSn, Sn\, соответственно, цена Ф£<-+Г [х.'.ц] 

и г-цена 8^л+г[х,и] не зависят от траекторий х(х) и прини-
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маемых до момента Sn управлений а (т), т. е. с вероят­
ностью 1 ВЫПОЛНЯЮТСЯ равенства 

Rs
s f [x, u; 8] =-• Rs

s«+T (x (Sn); 5) = ф {x {Sn); 8), 

Ф^ + г [x, u] = Ф^+г (x (Sn)) ---. Ф^ (x (Srt)), 

Ots
af [x, u, 8]«,л£+ г(x (Sn); 8) =-e~ z S ^ T (x (Sn), 8), 
%s

sfT [x, u] --= Sff r (x (Sn)) = e~zS^T (x (Sn)). 
Рассмотрим прямое уравнение для г-цены УПМП. Имеем 

g (x) = min S^y(«)([l-Fv-y(«)]C» 
-zT 

+ jjd/?
xy(s,a) Г l—e -

+ 0 _ a ' + e-"8fr--(fy) 

где 

= min I BJ (г; и) +71 (г; и) + 
• «б-7* I 

+ S/'«y(0^""g7'-'(i')^y(S.« , 
г / 6 * о l J 

И (г; «)=---=f— 2 А,у («)С>)[- --*«•(-". *)]• 
.vex 

т 

(18) 

l__e-zs dFxy(s; a). 
«б-3- о 

Переходя к пределу при 3{to}+0, из этого уравнения полу­
чим соответствующее прямое уравнение для цены системы 
Фг(х) на конечном участке [О, Г) 

«D-^-min Ши)+11{11) + ЪРхЛ*)\ьТ~'№йрхАз)L (19) 
"6-М oRX У l 

где 
гт

х(и) = lim 1Х(г; и); 1Т
Х(и) — limij(г; и). 

г-)--1-0 г->-+0 

Наряду с уравнениями (18), (19) для г-цены и цены часто 
полезно рассматривать соответствующие уравнения для 
конечного числа переходов, т. е. в случае, когда система. 
эксплуатируется в течение случайного времени T = Sn до 
момента «-го перехода. Уравнения (18), (19) в этом случае 
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принимают вид: 

SS" (•*) = mln [lx (z, и) + 2 Px> (и) fxy(z; и) gf«-- Q/)l (20) 

Ф5* (x) = min \XL (u) + S , „ <«) Ф 5 "- (</)l (21) 

где 
T* (г; и) = 1imTx (г; и) -= 2 /?,., (u) \l'xy (u) ~fxy (г; и) + 

r-*°- </gx L 

+ 4(")'-^(г'Ы) 

00 

/*»(«. K) = Je-z'dE^(t;a); 

4- (») = 111ИА (г; a) — S ^ y (и)[/; (я) + V (и) mxy (a)], 

00 

tnxy(и)----М [xxy/u] = jj tdE j y (t; «). 
о 

Наконец, в силу ограниченности г-цены УПМП в уравне­
ниях (18), (20) можно перейти к пределу при ~{to}oo и 
re{to}co соответственно. При этом получим обратное уравне­
ние для г-цены УПМ. Оно имеет вид 

g (x) = min f ~tx (г; и) + 2 РхУ С») Л у (г; и) g (У)1, (22) 

т. к. е£(г; и) {to}0 при r{to}oo. 
2.4. Управление на конечном интервале времени. Метод 

динамического программирования. Оптимальную стратегию 
управления системой, описываемой УМЦ, УМП или УПМП, 
на конечном интервале времени [0, Г] можно определить, 
пользуясь соотношениями (6), (8), (10) — (12), (18) — (21).. 

В случае УМЦ, считая заданными величины <P°(x) или 
g°(x), которые можно интерпретировать как потери, вызван­
ные прекращением эксплуатации системы в момент времени 
t=T, из соотношений (6) и (8) можно последовательно (в 
обратном направлении изменения времени t= Г, t—T—1,...) 
определить значения оптимального управления и*(Т), 
и*(Т—1),.... При этом оказывается, что оптимальные зна­
чения управления зависят от времени лишь в конце интер­
вала эксплуатации системы, т. е. для значений t, близких к Т. 

Для систем, описываемых УМП, аналогичный результат 
можно получить из уравнений (10) и (11), переходя, напри-
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мер, к конечно-разностной аппроксимации. Однако так как 
оптимальная стратегия принадлежит - классу марковских 
стратегий, то есть управления могут изменяться лишь в мо­
менты изменения состояний системы, то удобно перейти к 
вложенной (по моментам управления*') марковской цепи. 
При этом для УМП удобные с вычислительной точки зрения 
формулы (20), (21) получим, если за критерий оптималь­
ности принять потери за п переходов. Если же критерием 
оптимальности являются потери за конечное время Т функ­
ционирования системы, то приходится пользоваться форму­
лами (10), (11) или (18), (19), переходя к конечно-разност­
ной аппроксимации. 

Аналогичные рассуждения справедливы для УПМП. 
Соотношения динамического программирования (20), (21) 
удобны для определения оптимальной стратегии управления 
в течение конечного числа переходов. При определении оп­
тимальной стратегии управления системой на конечном ин­
тервале времени ее функционирования приходится прибегать 
к формулам (18), (19), используя конечно-разностную ап­
проксимацию. 

Ясно, что если имеется возможность, то желательно сфор­
мулировать критерий оптимизации в виде минимизации 
потерь за конечное ЧИСЛО переходов. Преимущества такого 
подхода с вычислительной точки зрения очевидны, так как 
объем вычислений при этом резко сокращается, да и не тре­
буется оценки точности вычисления оптимальной стратегии 
при переходе к аппроксимации дифференциальных уравне­
ний (10), (11) или интегральных (18), (19) конечно-разност­
ными. 

2.5. Управление на бесконечном интервале времени. Ме­
тод Ховарда. При длительной эксплуатации системы естест­
венной математической абстракцией является изучение сис­
темы на бесконечном интервале времени. Различные понятия 
оптимальности в этом случае были введены в разделе Г6. 
Одним из возможных методов фактического определения оп­
тимальных в классе однородных марковских стратегий в 
этом случае является метод итераций в пространстве страте­
гий, впервые предложенный Ховардом [198] для управляе­
мых марковских цепей и процессов и получивший дальней­
шее развитие и применение в работах [85, 232]. 

Здесь этот метод будет изложен применительно к УПМП, 
так как соотношения для УМЦ и УМП вытекают из соответст-

*) Напомним, что специфика задачи, математический соображения или 
физические 'ограничения могут привести к тому, что не любое изменение 
состояния вызывает изменение управления. Моментами управления назо­
вем, те (моменты изменения состояний системы, в которые возможны' изме­
нения управления. 
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•вующих соотношений для УПМП. Следует различать случаи, 
когда за критерий оптимальности принимаются средние по­
тери (риск) в единицу времени 

r(x,b) = lim~Rr(x,b), 
-Г-ю-

средний риск за один переход 

или средний г-риск 

R(x,b)^lim±-Rsn(x,b) 
"-ю- п 

х(х, 8)—limz^(z;x,S). 
г-*+0 

Соответствующие оптимальные стратегии, вообще говоря, 
не совпадают. В разделах 2.1 и 2.2 было показано, что 
оптимальную стратегию управления на бесконечном интер­
вале для УМЦ и УМП с конечными пространствами состоя­
ний X и управлений U следует искать в классе однород­
ных марковских стратегий Ъ. Для УПМП также условимся 
ограничиться, этим классом (хотя это, вообще говоря, 
и не гарантирует оптимальности). Для всякой системы, 
описываемой УМЦ, УМП или УПМП, риск R, связанный 
с однородной марковской стратегий ь, можно представить 
в виде 

Rsn(x,b) = R(x,i>)n + V(x,b) + o(\), (23) 
RT(x, t,) = r(x, b)T + v(x, й) + о(1), (24) 

31 (z; x, ь) =У (x, t>) г-1 + »(x, ь) + о (1). (25) 
В этих формулах величины R(x, ь), г (х, ъ), r(x, t>), V (х, b), 
ю(х, ь), »(x, b) для УМЦ, УМП и УПМП имеют, естественно, 
различные выражения через исходные характеристики про­
цесса. Представления (23)-(25) для УМЦ и УМП получены 
в работе [198], для УПМП-в [85]. Представления (23)-(25) 
наряду с рекуррентными соотношениями (19), (21), (22) 
позволяют получить необходимые условия оптимальности 
стратегии ь* в виде 

О— min.2P„(»)G, 
"GPx yQX -

KXGX+VX = min(L,(«)+ S Pxy(u)Vy) 
(26) 

В этих равенствах величины РхУ(и), Lx{u) определяются 
параметрами соответствующего процесса, а Ох и Vх совпа­
дают с выражениями для R, г, ? и V, ТУ, t> соответственно 
при оптимальной стратегии Ь*. 

Рассматривая равенства (26) как уравнения относительно 
величин Ох и Vx, доказывая существование и единствен-
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ность их решений, можно убедиться в достаточности усло­
вий (26) для оптимальности стратегии &*. Уравнения (26) 
лежат в основе итерационного метода Ховарда для опре­
деления оптимальной стратегии. Процедура Ховарда при­
водится в конце настоящего параграфа, ниже следует вывод 
уравнений (26) ДЛЯ различных случаев. 

В случае оптимизации риска за переход, подставляя. 
соотношение (23) в уравнение (21), получим с точностью 
ДО бесконечно малых 

Q(x,b*)n + V(x, b*) = 

= min (1,(й) + (л-1) %pxy(u)R(y, ь*) + %pxy(u)V(y, *>*) 1. 
«e-M tfgx y£x j 

Имея в виду, что последнее равенство должно выполняться 
для всех п, из него получим две системы уравнений 

R (х, ь*) — min 2 РхМ R (y> Ъ?) 
"б-7.!- vQX 

R(x, **) + V(x, b*)-=min / L » + %pxy(u)V(y, b*)\, 
"вих{ VQX J 

которые совпадают с (26), если положить Kxss\, R(x, b*)=— 
=GX, V(x,b*) = Vx, pxy(u)=Px3l(u), Lx{u)=Lx{u). 

При этом так как в случае УМЦ интервалы между 
переходами постоянны и равны, скажем, единице, то 

?*№= \ l , t > l , 
откуда т_VJP = Mtху = 1 и для Lx{u) получаем выражение 

которое совпадает с 1х(и) для УМЦ, если обозначить 

Таким образом, параметры уравнений (26) определяются 
характеристиками УМЦ в виде 

РхУ (и)=рху (и), 1Х (и)=--1х (и) ---- ̂  рху (a) lxV (")• 
увх 

В случае УМП при минимизации потерь за переход 
имеем 

рхх(и)=0, рху(и)=-^(у^х), 

'*„(«)-=--*>• («).. Ci/(") = ^v(«). тху(и)=—-——-' (у^х) . 
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откуда 
Lx («) =- 2 РхУ (") [С» («) + С,(«) ̂ У («)] = 

г /б* 
1 

•-..-ж ( « ) -«(и) + 3--*»(«)^у (к) 
УФХ 

ьл '»• 
где а ^ (я) > 0 (у ф х), ахх (и) = — 2 о,, (и), /XJf (и), ^у (и) — 

У&Х. уФх 

параметры, определяющие УМП. 
При оптимизации риска в единицу времени, подставляя 

соотношение (24) в уравнение (19), найдем 
г (л:, ь*) Т + у (х, г,*) = mm {вт

х (и) + 1т
х{и) + 

г 
+ 2^(8) 

yGx 

г (У, i>*) I FXy (t,u)dt + v (у, ь*) Fxy( T\ и) 

Представляя Т в левой части этого равенства в виде 

TSpxy(u)\[Fxy(t;u) + (l-Fxy(t;u))]dt, 
и&х -

собирая члены одного порядка и учитывая, что при r{to}oo 
т 

ej(tt){to}0, lTAu)->Lx(a), Fxy(T\u)^\, \(\-Fxy(t,u))dt-> 
• - • > - mxy(u), получим, переходя к пределу при 7"->оо, пару 
систем уравнений 

г (х, &*) =min f 2 Рхч (») г (У, Ь*) 
xlyGx 

г (х, ь*) пьх (&*) + v (х, ь*) = mm [bx (и) + Т>рхУ (и) v (#,*>*) 

где 
«еих [ ув х 

тх(и) = ^\ рхУ(и)тху(и), 
увх 

(27) 

которые при г(х,ъ*) = йх, v(x,b*) = Vx, тх(ь*)-=Кх 
рху{и)=РхУ(и), lx(a)—Lx(u) совпадают с (26). 

Для УМП имеем 
/>«(»)—0. рху(и)=-а^ (уфх), тхУ(и) = 1 

Су (И) = Ijiy (U), Сеу (И) = lxx (U), 
ахх(и)' 
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•откуда 

«.v..; («) 
6X.S-4.--

"5^0i* ( a ) 

и уравнения (27) сводятся к 
r(x, b*) — mm f 1 y\ a.y (и) r (J/, *>*)}, 

= mm 
uGur 

- Г (^'ФЬГ\Л + *>(.*, Ь») = a** («* (--)) ^ v У 

a** («) »6x 

Можно показать, что последняя система уравнений экви­
валентна используемой в работе [198] системе 

0-=min 2 аху (a) r (у, -о*) 
и&и

х uGx 
г (х, ъ*) — mm \lx (и) + У\ ахУ (и) v (у, ь*) 

(28) 

'•*• I убх 

которую можно получить, подставляя соотношение (24) для 
УМП непосредственно в систему дифференциальных урав­
нений (10). 

Наконец, при минимизации среднего г-риска из (22) и 
.(25) вытекает 

г (х, Ь*) г-- + Ь(.х, & *)---. 
=-= min [lx (z),u) + ^ Рху (")[1 — тху (и) z + о (г)] X 

"6М »вх 
Х[с(.У,Ь*)г"? + Ь (У, &*)]}, 

откуда при г->- |-0, как и ранее, получаем пару систем 
уравнений 

с (Л:, .?*) = min "Л /?,у(и) с(#,Ь*)~ 
к 6 и* увх 

Ь (х, ь*) = minfL, (и) + 2 Рху («) Ь(у, &*) -
" 6 ^ 1 Уех 

увх J 
совпадающую, как показано в [85], с уравнениями (26). 
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Переходя к методу определения оптимальных стратегий, 
заметим, что для систем c конечным числом п состояний, 
система (26) содержит 2n уравнений и 2n неизвестных Gx 
и Vх. Однако МОЖНО показать [198], что если при некото­
рой стратегии ь — Ui(x), xQX} вложенная марковская цепь, 
определяемая вероятностями переходов рху(ц(х)), содер­
жит т эргодических классов EL (i — 1,m), содержащих по 
k[ СОСТОЯНИЙ и k0 несущественных СОСТОЯНИЙ E-, то для 
всех xQEt GX = GC. Далее, так как из системы уравнений 
(26) веса Vs определяются лишь с точностью до аддитив­
ных постоянных, то, положив для каждого эргодического 
класса Ei по одному из значений Vх, скажем V „, равным 0, 

*i 
т 

получим систему из 2 &H-2k0 = л + &о независимых уравне-

НИЙ с к0-{-т неизвестными Ох и п — т неизвестными Vх, из 
которой они определяются однозначно. Далее, как показано 
Ховардом и Джевеллом [85, 198], определение оптимальной 
однородной марковской стратегии сводится к следующей 
итер ационной процедуре. 

Оценка стратегии. Для данной стратегии ъ = {и(х),х&Х} 
решить систему уравнений 

увХ 

0,т^=^(»)тУл(«)1/„ 
увх 

приравняв нулю по одному из весов Vx для каждого эргоди­
ческого класса. 

Улучшение стратегии. Для каждого состояния хбХ найти 
управление и(х), минимизирующее основной критерий 

2 P,y («)<-> 
VQX 

и принять за новое управление в состоянии х. 
ЕСЛИ минимальное значение основного критерия дости­

гается на нескольких управлениях, за новое управление 
принимается то из них, которое минимизирует дополнитель­
ный критерий 

•M") + 2 P - y ( « > ^ r 
у£Х 

Если две последовательные итерации приводят к одина­
ковым значениям критериев, управление остается с преды­
дущей итерации. Процедура заканчивается, когда в двух 
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последовательных итерациях будут получены одинаковые 
стратегии. 

Примеры применения метода динамического программи­
рования и итерационного метода для оптимизации работы 
системы на конечном и бесконечном интервале времени рас-
смотрены в § 4. 

2.6. Задачи программного управления и применение клас­
сических методов теории оптимального управления. Если 
траектории поведения системы не доступны наблюдению 
или по другим причинам исследование ограничивается стра­
тегиями, не зависящими от поведения системы, приходим к. 
задачам программного управления для УСМО. В этом слу­
чае стратегия 6 ищется в виде функции времени 6=u(t),'n 
если поведение системы описывается, скажем, марковским 
процессом, вероятностные характеристики которого являются 
решениями дифференциальных уравнений с зависящими от 
управляющего параметра правыми частями, а критерий ка­
чества стратегии выражается через эти вероятностные харак­
теристики, то приходим к классической постановке задачи 
теории оптимального управления'[153]. 

Примером подобной постановки задачи служит работа 
Г. П. Климова [103] (см. § 4.1). Задачи программного уп­
равления УСМО рассматривались также Ю. И. Нейманом, 
M. А. Федоткиным и др. [143, 144, 188—190] в связи с за­
дачами управления транспортными потоками (§ 4.4). 

§ 3. СВЯЗЬ ТЕОРИИ УСМО С ЗАДАЧАМИ * 
i МАТЕМАТИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

В предыдущих параграфах задачи УСМО рассматрива­
лись, как частный класс задач теории управляемых случай­
ных или детерминированных процессов. Укажем на другой 
возможный подход к изучению УСМО, который иногда мо-. 
жет оказаться полезным — это сведение задач УСМО к за­
дачам математического программирования. 

На связь теории управляемых марковских и полумарков-
ских процессов с линейным программированием обращали 
внимание различные авторы. 

ДЛЯ УМЦ с конечными пространствами состояний и уп­
равлений, если в качестве пространства допустимых страте­
гий принять класс £> однородных марковских стратегий, эту 
связь установили Вольф и Данциг [63]. Челлинк и Эппен-
[231], а также Минэ и Табата [318] установили аналогич­
ную связь, если в качестве пространства допустимых страте­
гий принимается множество всех рандомизированных мар­
ковских нестационарных стратегий. 

Минэ и Табата [319] показали, что z-оптимальные и опти­
мальные в классе 2> стратегии управления для УМП и неко-
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торой специально построенной УМЦ совпадают. Затем, поль­
зуясь соответствующими результатами для УМЦ [231, 318], 
ОНИ сводят задачу определения z-оптимальной и оптималь­
ной стратегии в классе © к аналогичной задаче линейного 
программирования. 

Возможности применения линейного и дробно-линейного 
программирования для определения оптимальных марков­
ских стратегий управления для УПАШ исследовали Ховард и 
фокс [276—279, 258—261]. 

Минэ и Табата [318] показали, что соответствующая за­
дача представила в -виде разложимой задачи линейного про­
граммирования и исследовали свойства двойственной задачи. 
-Связь прямой и двойственной задач с итерационной процеду­
рой Ховарда исследовал также Ведекинд [367]. 

Ранее уже отмечалось, что для определения оптимальной 
•стратегии управления системой на конечном интервале вре­
мени можно пользоваться методами динамического програм­
мирования. 

И. В. Гирсанов [76] рассматривал игровые постановки 
задач для УМП диффузионного типа. Подобный подход при 
управлении системами массового обслуживания использовал 
Г. П. Климов [103]. 

В' действительности имеет место довольно глубокая связь 
теории управляемых систем массового обслуживания с зада­
чами математического программирования. 

3. Г Общая постановка задачи определения оптимальноо 
стратегии управления УСМО как задачи математическог-
программирования. В § 1 указывалось, что качество управй 
ления УСМО характеризуется некоторым функционалом над 
произведением пространств траекторий и стратегий процес­
са, описывающего работу УСМО. При этом усредненное 
значение потерь за конечное время Т (целевой функционал) 
Rr может быть выражено через некоторые характеристики 
поведения системы на участке [О, Т], например, вероятности 
состояний системы i-6(x. t) в момент времени t (0</<Т), 
функции распределения длительностей ожидания Fe(u,z.) 

RTQ)=RT№(x,t), F-OM),...], 
зависящие в свою очередь от выбранной стратегии управ­
ления 8бД. 

При исследовании системы на бесконечном интервале 
времени и использовании однородной стратегии средний 
риск г (Ь) выражается через соответствующие стационарные 
характеристики i-6(x), г 8 (о), образующие при различных 
стратегиях управления некоторое множество значений 
характеристик, которое обозначим через A-={it6, E6, <-бД}, 

r(S)=-rK,F s l=-r(1 ! l / ?) . 
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Таким образом, задачу оптимизации УСМО можно 
сформулировать в виде общей задачи математического про­
граммирования 

r(p,F)=>win (30) 
при условии, что 

{-. F)GA. (31) 
В случае, когда процесс 't,(t), описывающий функциошг 

рование системы, задается аналитически, например, являет" 
ся марковским процессом, величины Tt-(x), F6 (v) могут быть 
решениями алгебраических, дифференциальных, интегро-диф-
ференциальных, функциональных уравнений, или уравнений 
смешанного типа, причем класс допустимых стратегий вы­
деляет семейство соответствующих уравнений, а стало быть, 
и их решений- В более сложных случаях прибегают к ал­
горитмическому описанию функционирования системы, и ве­
личины -c-(x), F6(v) в выражении (30) могут быть вычисле­
ны, например, методом статистических испытаний [52]. 

Однако при таком подходе нужно учитывать, что реше­
нием задачи математического программирования является 
минимальное значение целевого функционала г (л, F) и оп­
тимальные значения характеристик системы, а для определе­
ния оптимальной стратегии управления необходимо устано­
вить взаимно однозначное соответствие между стратегиями и 
характеристиками. В .некоторых случаях такое соответствие 
удается довольно просто установить [63], иногда оно уста­
навливается косвенным путем [106, 152, 170, 122, 201]. 

3.2. Применение методов линейного программирования. 
В случаях, когда работа системы описывается УМЦ, УМП 
или УПМП и исследование ограничивается марковскими 
стратегиями, задача (30)-(31) сводится к задаче линейного 
программирования. 

Для УМЦ с аддитивным функционалом потерь вида (3)' 
средний риск г (б) при любой стратегии б можно представить. 
в виде 

, ..-=0 . /-=0 XiyQX 

' =r- l~"^2 _ ~.-("00)-е(-*>о> 
(-О х£Х 

где <^.(и)-=2 рху (и) 1ху(и)~средние потери за один пере-
yQX 

ход при выходе из состояния х и выборе управления и — 
-='И(0, и (t) = и [t, х*] — управление в момент времени t, 
отвечающее стратегии 8 = {и (i)}, i-6(x, .^-—вероятность того,. 
что в момент времени t система находится в состоянии х* 
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(33) 

если используется стратегия .- = {и(г.)}. Так как оптималь­
ная стратегия, согласно разделу 2. Г, принадлежит классу 
однородных марковских стратегий £>, т. е. и*[.?,хг] — 
= и*(.х:(̂ )), то, ограничиваясь этим классом, получим 

г(») = 2 1х(и{х))^(х), (32) 

где -cb(x)= Ига я-2 ^ ( x , t), (х£Х) — стационарные вероят-
т-» - <-о • 

ности процесса при стратегии ь={и(х), xQX), ко­
торые для однородных марковских стратегий удовлетво­
ряют системе уравнений 

%«ь(х)рхУ(и(х))=**Ъ(у) 

2ub(x)=1, o<1.l?(x)<1 
v .*Gx 

Таким образом, целевой функционал (30) при любой 
однородной марковской стратегии о принимает вид линей­
ной относительно вероятностей состояний ^(х) функции 
(32), а сами стационарные вероятности -^(х) удовлетворяют 
системе линейных уравнений (33). Форма (32) и система 
уравнений (33) выписаны для фиксированной однородной 
марковской стратегии ь={и(х), х£л}. Дополняя форму 
(32) и систему уравнений (33), рассмотрим задачу линейного 
программирования. 

Минимизировать линейную форму 

• 2 2jvW*,« (з4> 
xGx uGux 

при заданных ограничениях 
2 %<?*У-РХУ(Я))Ъ,Я~0 (y<HX) 

xGXuGux 

S S^,«-l,0<^,„<1 
хбх uGux 

(35> 

В работе Вольфа и Данцига [63] показано, что 
решение задачи (34)-(35) обладает тем свойством, что для вся* 
кого xQX значение переменной £'....,«, положительно не бо­
лее, чем для одного значения а, и это решение определя­
ет оптимальную однородную марковскую стратегию сле­
дующим образом. 
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Пусть С, « — решение задачи (34)-(35). Положим и*(.х) = и, 
для которого C*iB>0 и ь* = {й*(л:), хеХ}. 

Стратегия &* •=-- {и* (х), хеХ'} является оптимальной одно­
родной марковской стратегией. 

Подобным же образом задача определения оптимальной 
стратегии управления системой, описываемой УМП, может 
быть сведена к задаче линейного программирования (34)-
(35), где коэффициенты линейной формы (34) заменяются на 

1х{и)=1хх{и) + 2 axy{u)lxy{u), 
увх, уфх 

а . коэффициенты ЪхУ — рху(и) системы уравнений (35) на 
ахУ(а). Здесь axf(u)>0, ах, («) = — „ ахУ(и), 1Хх(и)> 

убх(у^х) 
1хУ (и) — исходные параметры, определяющие УМП. 

Аналогичный результат можно получить, если не огра­
ничиваться заранее классом стационарных нерандомизиро­
ванных стратегий, а предполагать, что стратегия определя­
ется совместным распределением вероятностей i-(i, х, и) 
того, что в момент t система будет находиться в состоя­
нии х и будет принято управление и, а в качестве крите­
рия оптимизации использовать .г-риск. Потери в момент t 
характеризуются при этом величиной 

*(-)=-2 2 h-{t)(a(t))K(t,x(i),a(t)), 
xGx и&их 

а г-риск для стратегии ь (z) запишется в виде 

Я(г,Ь)«--2 *'*(')---• 2 2 Ma)C*lB, 
{.-° хвх uGux 

где 
ОО 

C.v, «=•_ г*ку, х, и). 
<=о 

Соотношения 
'"• (О, ^) = by при t = 0 , 

2 i-(t, y, й) — 
uQuy 

2 2 " ( ^ — 1,JC, «)/».»•. (й) при t > О, 
xGx uGux 

связывающие вероятности %{t, x, и) при применении z-npe-
образовация примут вид: 

2 2 (-,у-*Рху («)) ~ . « - * У (yeX). 
*6x «6.7* 
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Таким образом, снова приходим к задаче линейного про­
граммирования: 

2 2 ^ («) С«, e=>-min (36) 
xQx uGux 

при ограничениях 

2 !>j{Ky-zpxy(u%x,a = br (37) 
xQx uGux 

Подобный подход развивается в работах Челлиика и Эп-
пена, Минэ и Табата [231, 318, 319]. В работе [318] задача 
определения оптимальной стратегии управления УМЦ сво­
дится к задаче линейного программирования вида (36)-(37). 
Аналогичные результаты для УМП содержатся в работе 
[319]. 

Б- Г. Питтель [151] исследовал вопрос об определении 
оптимальной стратегии методами линейного программирова­
ния в случае, когда процесс может обладать несколькими 
эргодическими классами. 

B работе [231] показано, что при Ьу>0 существует 
взаимно однозначное соответствие между однородными стра­
тегиями и допустимыми планами задачи (36)-(37), а также 
существование оптимального плана задачи (36)-(37) и един­
ственность решения двойственной задачи-

Для УСМО, описываемых УПМП, очевидно, можно полу­
чить аналогичные результаты, если ограничиться определе­
нием оптимальных стратегий в классе %> однородных мар­
ковских стратегий. 

3.3, Соотношения двойственности. Связь с алгоритмом 
Ховарда. Итак, во всех рассмотренных в предыдущем раз­
деле случаях задача определения оптимальной стратегии 
управления УСМО, описываемой УМЦ, УМП и УПМП, сво­
дится к задаче линейного программирования вида 

2 2 £*.«Л*,»=>-1п 
при ограничениях 

JCQX uqUx 

o<c-e<i, 2 2 с-,„=1, 
XQX UQUX 

2 2 РхуМЪ.и-Ьу (Уех) 

или в матричной форме 
L'C-^min, (38) 
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РС — Ъ. (39> 
Задача (34)-(35) получается отсюда при 

1х,и"Ци), РхУ(и)^Ъху-рх:/(а), Ь = е0, 
задача (36)-(37)—при 

Ьх,и=Ци), Рху(и)=ЪхУ*=грлу(и), Ь = .с(0). 
Для наглядности представим задачу (38), (39) в виде таб­
лицы (см. табл. 2). 

Известно, что в задачах линейного программирования 
большую роль играют соотношения двойственности. Рас­
смотрим двойственную к (38)-(39) задачу 

[Ь'-^тах, (40)' 
Р ' - У Х Х . (41). 

Разбивая ограничения в этой задаче на совокупность огра­
ничений 

ив* 
рассмотрим, наряду с задачей (40)-(41), совокупность задач 

Ь ' -нпах, 
P ; Y ] < L , (XQX) 

и их прямую сумму [281, 318, 323, 324] 
®Ь'.©трМ--ах, (42> 
®Р'Х • ®v) < ©L... (43> 

Довольно просто показать, что допустимые и оптималь­
ные планы задач (40)-(41) и (42)-(43) совпадают [318]. 

Задача, двойственная к (34)- (35), примет вид: 
•vi0{Rightarrow}max, (44)-

P ; T J < L , (xsX). (45> 
Принимая во внимание результат Вольфа и Данцига (см. 
•стр. 79) и соотношение двойственности в задачах линейного 
программирования, найдем, что для оптимального плана в. 
каждой группе неравенств (45) в точности одно обращается 
в равенство. Отсюда видно, что решение задачи (44)-(45) 
следует искать среди планов, содержащих по одному векто­
ру из каждой группы векторов, соответствующих неравенст­
вам (45). Перебор именно таких планов осуществляется е 
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помощью алгоритма Ховарда. Таким образом (см. Ведекинд. 
[367]) использование симплекс-метода для решения задачи 
(44)-(45) с учетом сделанных замечаний эквивалентно 
применению алгоритма Ховарда. 

Таблица 2 

чо 
% 

•Па 

'-1Я 

X 

и 

£ 

1 

1,2, . . . , i , 

£ll£l2 £]£, 

1 1 . . . 1 
•Pi. JC1) -P-i (2) • - . 

. . . P i i ( A i ) 

P i « ( l ) P i B ( 2 ) . . . 
. . . P i « ( * i ) 

L u L i 2 . .'•• L I f t i 

2 

1,2, . . . , * , 

£21 £22 • •• £2,-.. 

1 1 . . . 1 
P H ( 1 ) P H ( 2 ) . . . 

• • • P I I [ * I ) 

P . n ( l ) P w ( 2 ) . . . 
• ••• P s n ( k a ) 

L 2 1 L2 2 . . . ---2fts 

n 

1,2 kn • 

tn\ £/!2 £;.ft., 

1 1 . . . 1 
P , u ( l ) P « i ( 2 ) . . . 

, • • • Pnn (kn) 

Pnn (1) Pnn (2) • • . 
. . . Р я я ( * в ) 

L / n L/,2 . . - Lnkn 

( 1 - 2 ) - * 
• V 

Й2 ' 

& « • 

В последнее время методы линейного программирования 
завоевывают все большую популярность при решении задач 
управления, так как они позволяют не только численно оп­
ределять оптимальные стратегии [122, 134—137], но и полу­
чать в некоторых случаях необходимые и достаточные усло­
вия оптимальности [106, 122, 152, 170,201]. 

§ 4. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ ТЕОРИИ 
УПРАВЛЯЕМЫХ ПРОЦЕССОВ ПРИ ОПРЕДЕЛЕНИИ 
ОПТИМАЛЬНЫХ СТРАТЕГИИ УПРАВЛЕНИЯ УСМО 

В приведенном ниже обзоре работ, посвященных приме­
нению итерационной процедуры Ховарда, принципа макси­
мума, динамического программирования для фактического 
определения оптимальных стратегий управления УСМО, 
выделены несколько классов задач, которые, однако, не ис­
черпывают всех возможных применений. 

4.1. Задачи оперативного управления. Широкой областью 
применения TMO является анализ производственных процес­
сов. Возникающие при этом задачи оперативного управления 
могут быть решены, в'-.некоторых случаях • с, ромощыр- методов 
теории У<СМО. 
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В работах В. В. Рыкова [164, 165, 167] в качестве модели 
нагревательного отделения металлургического комбината 
рассматривалась система массового обслуживания, состоя­
щая из п одинаковых приборов и бункера неограниченной 
емкости. В систему поступает простейший (с параметром а) 
поток требований, распределение времени обслуживания — 
показательное (с параметром {$). Требования, застающие все 
приборы занятыми, теряются (можно считать, что они нап­
равляются в бункер, сразу изменяя при этом характеристики, 
как указано ниже). Система, однако, работает с недогруз­
кой, т. е. потери происходят с малой вероятностью; наборот, 
приборы простаивают. Для увеличения производительности 
системы имеется .возможность направлять на обслуживание 
требования из бункера, обслуживание которых длится слу­
чайное время, распределенной по показательному закону с 
параметром у (у<$). Задача состоит в том, чтобы так орга­
низовать работу системы, так управлять ею, чтобы произво­
дительность была максимальной. 

Обозначим через (i, /) состояние системы, при котором I 
приборов заняты обслуживанием требований, поступивших 
из потока, и j приборов заняты обслуживанием тре­
бований, поступивших из бункера. Тогда простран­
ство состояний системы состоит из конечного числа 
N—-т-(п + \)(п-\-2) точек (£,/) таких, что 0 < г < п , 0 < ; ' < « , 
0 < J + /< /z . 

Поставим в соответствие каждому состоянию системы 
(i,/) по некоторому правилу число x6X={0 ,1 , .. .,7V — l}. 

Работу системы можно описать тогда случайным про­
цессом £(0 с конечным числом ./V значений xGX: -,(*•)-= 
—х=x(i,j), если в момент времени t система находится 
в состоянии ( м ) . 

Возможность управления системой состоит в том, что в 
любой момент времени можно принять одно из двух реше­
ний, не направлять на обслуживание требование из бункера 
(«=0) или послать требование из бункера на обслуживание 
(и—1), т. е. пространство допустимых решений состоит из 
двух точек U= {0, 1}. 

Таким образом, получаем управляемый процесс, который 
в силу сделанных предположений о входящем потоке и вре­
мени обслуживания требований 'первого и второго типа бу­
дет марковским и однородным. 

Действительно, обозначая x=x(i, j), y = y {k, I) незави­
симо от траектории процесса до момента t и принимаемых 
решений 

l i m i R {!.(* + /*)—#/-; (О-•*. u(t) = u}=axy(ti), 
ft-Н-О п 
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л , , (я). 

где 
а при и = 0 и & = г + 1, / —у, 
ip при Z.J—О и k = i - l , i —/, 

/7 при й = 0 и k —г, 1= j — 1, 
0 при tt=O в остальных случаях, 

оо при гг = 1 и А = г, i =-_/-+-1, 
О при Й = 1 в остальных случаях. 

Чтобы сравнивать различные управления, нужно ввести 
еще функционал качества. 

Критерием качества работы системы является ее произ­
водительность. Естественным функционалом, соответствую­
щим этому критерию, является число обслуженных на 
заданном интервале времени требований. • 
Для этого функционала 1хх{и)=О, 

. , \ П. если k = i — \ или l — j — \ , 
1ХУ\Щ — \0 в остальных случаях. 

В такой постановке, однако, процесс \ (t) имеет мгновен­
ные состояния, что не удобно для расчетов. В работе [164] 
рассматриваемый процесс сводится к цепи .-„ — -; (tn), где 
tn — моменты принятия управлений, соответствующие мо­
ментам освобождения приборов. Так как при переходе к 
цепи •,„ моменты tn являются моментами окончания обслужи­
вания требований, то средний риск от выбора стратегии 
управления ъ, соответствующий принятому критерию примет 
вид 

и - 1 

Urn - М Ч — lim i М* 2 (-А...1-**)-

Соответствующие принятому критерию средние потери за 
переход для цепи %п имеют вид 

/Ли) = М[(**+г — t*)/lh = X> u(x) = u]. 
В [165] приводятся формулы для вычисления вероятностей 
переходов рху(и) и средних потерь за переход -..-(«). Для 
управляемой марковской цепи, характеризующейся вероят­
ностями 'переходов рху{и) и средними потерями за переход 

! 1х(и) применяется итерационная процедура Ховарда. В [165, 
( 167] приводятся результаты расчетов на ЭВМ. 
> Оказывается, что все множество состояний разбивается 
I на два подмножества X0 и Xh в каждом из которых прини-
f маются управления и = 0 или и= 1 соответственно. 
| В работе Юнга [375] рассматривается более узкий класс 
• управлений, определяемый целочисленным параметром k 
f следующим образом: требования 2-го типа направляются на 
) обслуживание, если только число занятых приборов не пре-
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вышает k. Благодаря этому, задача решается гораздо проще, 
так как легко находится зависимость различных характе­
ристик СМО от параметра k. Последняя модель использует­
ся в качестве модели системы медицинского обслуживания. 

Подобная же модель исследовалась Оттерманом [333, 
334] при изучении обслуживания двух .потоков сообщений. 

В работе T. М. Мищенко [133] в качестве модели органи­
зации процесса .выплавки стали рассматривается задача ми­
нимизации вероятностей попадания УМЦ в заданное множе­
ство СОСТОЯНИЙ. 

Численные методы определения оптимальных стратегий 
для УСМО с конечным числом состояний, основанные на 
применении линейного программирования, использовались в 
работах В. В. Мовьг и Л. А. Пономаренко [134—137] и др. 
[83,183,184]. 

Примером применения метода динамического программи­
рования может служить работа Эммонса [255], в которой 
исследуется многолинейная система M\M\s на конечном ин­
тервале времени. Изучается структура оптимальной страте­
гии, обсуждаются вычислительные аспекты ее определения. 

Мэгэзии [302] методом динамического программирова­
ния исследовал задачу управления числом обслуживающих 
приборов при дискретном способе наблюдения за системой. 

Аналогичную систему M|.M|s с ожиданием исследовали 
Айреланд и Томас [280] с целью минимизации потерь от 
ожидания путем распределения требований по очередям с 
помощью распределительного устройства на входе системы. 

Примером применения теории УПМП могут служить ра­
боты М. Г. Тешшцкого [178—180]. В них рассматривается 
система, которая состоит из бункера, содержащего бесконеч­
ное число требований, двух приборов 1-го типа, предназна­
ченных для обслуживания требований, и одного прибора 2-го 
типа. После окончания обслуживания каждого требования 
прибор 1-го типа проверяется прибором 2-го типа, после чего 
он переходит к обслуживанию следующего требования, выб­
ранного из бункера. Для проверки прибора 1-го типа имеется 
конечное число возможных режимов. Длительности обслу­
живания каждого требования, проверки прибора 1-го типа 
прибором 2-го типа и доход, связанный с обслуживанием 
одного требования, зависят от номера прибора 1-го типа и 
режимов его обслуживания. Задача состоит в определении 
правила, определяющего в каждый момент окончания об­
служивания требования режимы и очередность проверки 
приборов 1-го типа, с целью максимизации производитель­
ности СМО при бесконечном времени ее эксплуатации. Эта 
задача ставится в терминах управляемых полумарковских 
процессов, что позволяет использовать для ее решения ал­
горитм Ховарда. 
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' Примером программного управления системой массового 
обслуживания и применения принципа максимума может 
служить рассмотренная Г. П, Климовым [103] СМО, сос­
тоящая из т приборов и п—т мест для ожидания, так что 
общее число требований в системе не превосходит п, в кото­
рую поступает простейший нестационарный поток требова­
ний с интенсивностью a{t), обслуживание происходит в по­
рядке очереди. Длительность обслуживания требования 
каждым прибором подчинена показательному распределе­
нию, параметр которого $(t) 'зависит от времени. 

Предполагается, что функции a(t) и $(£) удовлетворяют 
следующим ограничениям: 

1) a (it) и [3(/)_ измеримы на [О, Г], 
2) a<a(i)<a; £< | - ( t )<&, 

г г 
, 3) « < A < — ̂ *(t)dt<J<a, 6 < . f l < - ^ p ( i ) d * « . 5 < 6 . 

6 о 
Качество работы системы характеризуется некоторым 

функционалом RT(a, р) — RT [a (t), P(t)], например, 
г 

RT(a, |3) = ^Г(а, ^^^ht{i)di (1 = 1,2), 
а 

гдеА1(£) и -̂ аС-̂ ) — соответственно интенсивности выходя­
щего потока требований и потока потерь. 

В [103] рассматривается.несколько задач оптимизации 
(минимизации или максимизации) функционалов Ri (л, р) или 
Rl (a. Р) путем: 

1) выбора функции а (t) при известной p(t); 
2) выбора функции р(г.) при известной a (i); 
3) выбора обеих функции а (г.) и $(t) (игровая ситуация 

в случаях, когда интересы игроков совпадают или анта­
гонистичны); 
. 4) выбора одной из функций a(i) или (.(.,), если заранее 

известна связь между ними: a(t)'--=(3f.-(t) (о —постоянная). 
Пусть k(t) означает число требований в системе в мо­

мент t. Тогда I (t) — марковский процесс и если 
'-с,(*)=Р {£(*) = *} (t-=6T^), 

то для .-.(г.) справедлива система уравнений 
Ч W = - « ( * ) - o W + Р (0*1 (О • ] 

«;(t) = tt(0-c/..i(.-)-(a(t) + min(i, /»)P(t))« t(0 + 
+ min (i + 1 , m) P (i) тсw (0 (1 < i « n -1) >* ( 4 6 ) 

- ; ( - )=«(-)««- i (o-» - -?( -• ) -»( ' ) 
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Исходя из описания проведения СМО системой диффе­
ренциальных уравнений (46), автор ставит эту задачу как 
задачу теории оптимальных процессов и применяет для ее 
решения принцип максимума [153]. Показано, что во всех 
случаях экстремальные функции a* (г.), p.* (t) принимают на 
отрезке [О, Т] только свои крайние значения —а, а или Ь* 
Ь — соответственно. В некоторых случаях приводятся теоре­
мы, позволяющие определять точки переключения. 

B близкой постановке задача определения интенсивности 
потока с целью макоимиэации среднего числа обслуженных 
требований на конечном интервале времени рассматривалась 
П. И. Велевой [60]. 

4.2. Задачи диспетчерского контроля. При автоматизации 
управления производственными процессами обычно несколько-
контролируемых объектов подключаются к одному управляю­
щему органу, скажем, ЭВМ. При этом возможны ситуации,, 
когда нескольким управляемым объектам одновременно 
потребуется внимание управляющего органа для выработки 
управляющих воздействий, причем задержка в выработке-
соответствующих управляющих воздействий для различных 
контролируемых объектов оценивается по-разному (напри­
мер, имеет различные последствия для производства). Воз­
никает задача определения оптимального порядка обслужи­
вания требований от контролируемых объектов с целью 
минимизации среднего риска, связанного с задержками в 
выдаче управляющих воздействий. Такого рода задачи рас­
сматривались в ![1, 2, 155, 157]. 

Рассмотрим систему, состоящую из одного обслуживаю­
щего прибора и конечного числа п источников требований 
разного типа, разбитых на ш однотипных груш по п1 источ-

ников в каждой, так что я-==2 ni- Пусть Л,-(^—функция 

распределения времени между вызовами объекта г-го типа 
(j = 1, m)\ Bt (t) — функция распределения длительности об­
служивания требования от источника £-го типа; ct—штраф 
за единицу времени ожидания требования 1-го типа. Управ­
ление состоит в назначении типа обслуживаемого в данный 
момент требования. Таким образом, пространство управлений 
U состоит из /?г+1 точек; и — О означает, что прибор сво­
боден от обслуживания и — k — обслуживается требование 
k-vo типа. 

Предположим, что время между вызовами объекта г-го> 
типа и длительность обслуживания соответствующего тре­
бования имеют показательные распределения 
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Если на класс допустимых стратегий А не накладывается 
никаких ограничений, кроме измеримости (система с преры­
ванием обслуживания), то обозначая вектором х=(л . Ь ; . . , 
.. ., хт) состояние системы, при котором xi источников i-ой 
группы ожидают обслуживания или обслуживаются, полу­
чим, что поведение системы описывается управляемым мар­
ковским скачкообразным процессом с интенсивностями пе­
реходов 

«/(«/ — Х[) при у=-х + ег 

- К + Ю при у=x 
ft. при y = x - e „ 

0 в остальных случаях, 
й х у (И) : (47) 

-, ах = {sum} (/г- — -хг)а-. 

где ег — (0,.. .,0, 1, 0,.. . ,0) — единичный вектор £-го направ-
т 

ления, 

Соответствующий поставленному критерию качества уп­
равления функционал потерь для рассматриваемого управ­
ляемого марковского процесса характеризуется следующими 
величинами 

т 
/хх(«) = 2 с Л , гху(и)—0. (48) 

1=1 

При этом средние потери в единицу времени в стацио­
нарном режиме имеют вид 

т т 

гф)=^ -б(*)2ад-2сл, 
где тс6(х) — стационарная вероятность состояния х = (xv... 
...,х,п) при стратегии S, а МаЕг —математические ожидания 
числа ожидающих объектов t-го типа при стратегии 8. 

Пусть теперь на класс допустимых стратегий накладыва­
ется дополнительное ограничение, состоящее в том, что пре­
рывания в обслуживании не допускаются (система без пре­
рывания обслуживания). В этом случае для описания рабо­
ты системы марковским процессом приходится расширять 
пространство состояний, а именно: необходимо в каждый 
момент времени указывать тип обслуживаемого требования; 
при этом управление u(t) в каждый момент времени t ука­
зывает тип требования, которое будет принято к обслужива­
нию, если в данный момент времени освободится прибор. 
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"Значение управления может изменяться между моментами 
окончания обслуживания (например, при поступлении нового 
требования), однако эти изменения не реализуются. 

Итак, будем обозначать состояния системы парой (ц, x), 
где,компоненты вектора х= (xi,..., хт), как и ранее, обозна­
чают количества источников, требования от которых обслу­
живаются или ожидают обслуживания, а |и указывает тип 
обслуживаемого требования. Тогда работа рассматриваемой 
•системы описывается управляемым марковским процессом с 
интенсивностями переходов 

<%--Uvy) (м) — 

аД^-x - ) при v = |i, у-=-х + е-' 
- (Ях + Рм.) ПрИ V = [A, y = x 

Ри при v==w, у - х - е ц . 
О в остальных случаях.J 

(49) 

Аналогично предыдущему, функционал потерь характери­
зуется величинами 

-0»x),(vy) (.a)~2uClXl> -Vx),(vy) (й)—О- (50) 
i = i 

Однако для систем без прерывания обслуживания можно 
решить задачу определения оптимального порядка выполне* 
ния операций и при произвольных распределениях S.t(t) 
длительностей обслуживания требований от различных источ­
ников. Эта задача сводится к исследованию некоторого 
управляемого полумарковского процесса. Формулировка зада­
чи в виде УПМП содержится в работе H. А. Правоторовой 
[155], аналогичная постановка рассматривалась Р. М. Рейд-
маном [157]. Вероятности и ФР длительностей переходов 
рху(и), Fxy(t; и)и потери за переход 1х(и) для соответствую­
щего УПМП, необходимые для применения алгоритма Хо-
варда, вычисляются по формулам 

pxy (а) - П \ Cy
niZTbiu i1 -е-а1<)у^х1+61* X 

Xe-inrui-&iuWdBu{t) (51) 

Fxy(t; u)-Bu(t) (xu^0), F0^(t)-=1-e-Vt (52) 
m 

M « ) - = 2 (Щ-Х^ Ctlbu1 - 0.T1 (1-Ъи(а1))] (X-^0) 
i-l 

-0=0 , 
, (53) 
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В ВЦ ЦИНИКА проводились исследования УМП, харак­
теризующегося интенсивностями переходов (47), (49) и функ­
ционалом потерь, с параметрами вида (48), (50) и УПМП, 
определяемого параметрами (51) —(53) при m = 3, nl = 1, 
fi,(0-----(*-a,) (i = i7^) . 

В результате этого исследования показано, что при малых 
нагрузках, как и следовало ожидать, оптимальный порядок 
определяется соответствующим правилом абсолютных и от­
носительных приоритетов (см. далее гл. 11, §§ 1.1, 1.2). Од­
нако с ростом нагрузки это правило перестает работать и, 
более того, оптимальная стратегия существенно начинает 
зависеть от СОСТОЯНИЙ системы, т. е. она не принадлежит 
классу стратегий, задаваемых последовательностью приори­
тетов. При большой нагрузке, когда все источники практи­
чески находятся в состоянии ожидания, порядок обслужива­
ния практически безразличен. 

В рамках приоритетных дисциплин обслуживания замк­
нутые системы исследовались различными авторами [57, 58, 
86, 283, 284] (см. § 2.2 гл. II). Применительно к задачам 
диспетчерского контроля они рассматриваются в ":§ 5.1 гл. II. 

4.3. Оптимизация скорости обслуживания, стратегии вклю­
чения приборов и приложения к задачам теории надежности. 

В задачах обслуживания, когда, кроме штрафа за ожи­
дание требований, учитываются затраты на эксплуатацию 
приборов в различных режимах, возникают задачи опреде­
ления оптимального режима работы прибора (скорости об­
служивания), а также задачи организации, оптимального 
порядка включения приборов в работу. 

В общей постановке задача о • выборе параметров обслу­
живания в системе, описываемой процессами гибели и раз­
множения, решена А. Д. Соловьевым [172] (см. §2.2). Не­
которые постановки задач управления неоднородными про­
цессами гибели и размножения содержатся в работе [9]. 
В различных постановках задачи определения оптимального 
режима обслуживания в СМО рассматривались разными 
авторами. 

А. X. Абрамов и А. Д. Цвиркун [3] исследовали одноли­
нейную 'систему с неограниченной очередью, в которую по­
ступает- простейший поток требований, обслуживаемых в 
порядке очереди. Всякое требование может быть обслужено 
за показательно распределенное время с интенсивностью 
либо рь либо р2. Ставится задача отыскания управления, 
минимизирующего средние потери за единицу времени в 
установившемся режиме в классе стратегий, определяемом 
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целочисленным параметром k следующим образом: если чис­
ло требований в СМО меньше k, то обслуживание вести с 
интенсивностью pi, в противном случае — с интенсивностью' 
(Зг. Потери складываются из затрат на обслуживание, зави­
сящих от интенсивности, с которой оно ведется, и потерь от 
простоев требований в очереди. Найдена явная зависимость 
функции потерь от k. Задача сведена к решению некоторого' 
трансцендентного уравнения. Получены условия, при кото­
рых целесообразно вести обслуживание всегда с интенсив­
ностью р1 (или §2) • 

Аналогичная задача выбора оптимального режима обслу­
живания, когда интенсивность обслуживания [3 может ме­
няться непрерывно в заданных пределах [0, р], рассмотрена 
в работе Закса и Ядина [376]. 

Митчелл [322] рассмотрел задачу определения оптималь­
ной стратегии обслуживания путем выбора скорости обслу­
живания в определенном интервале для выпуклой функции 
убытка. Аналогичные вопросы 'рассматриваются в [321] для 
кусочно-линейных марковских систем обслуживания. 

В работе Судзуки и Эбэ [359] рассматривается система 
•MlGil с двумя режимами обслуживания, для которых время 
обслуживания распределено соответственно с ФР G1(t) или 
Gz(t). Определяется критическое значение длины очереди,, 
при котором следует переходить с одного режима на другой.. 

Задачу выбора скорости обслуживания p1, p2 каждым 
из каналов в системе G/|M|2 с потерями рассмотрели Ни-
шида, Тахара и Ханаи [327]. Показано, что при наилучшем 
ВЫборе $1-7-^2. 

Общую модель управляемой адаптивной СМО и задачу 
оптимизации скорости обслуживания рассматривал Нельсон 
[325]. 

Задачи оптимизации стратегии включения приборов в 
различных предположениях рассматривались Л. Г. Афа­
насьевой [12], Бейкером [211], Бартошевичем и Рольским 
[214], Блекбурном [225], Кондором [234], Хейманом иМар-
шаллом [271, 273], Джейсуолом и Симха [283], Собелем 
[357], Ядиным и Наором [370], Сингхом [352]. 

Общая постановка близка к постановке задачи о выборе 
скорости обслуживания, однако специфика этих задач сос­
тоит в том, что скорость обслуживания не может выбираться 
произвольно. 

В работах [2П, 214, 271, 357, 370] рассматривается сис­
тема M\M(G) 11 —f-1 с одним основным и одним резервным: 
прибором. В [211, 271, 370] оптимальная стратегия ищется 
в классе стратегий типа (0, ni), когда резервный прибор 
включается по достижении очередью уровня щ и отключает­
ся в момент опустошения системы. В [214, 357] устанавли­
вается два таких уровня щ, п\, по достижении очереды» 
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уровня ni прибор включается, по достижении уровня n 0< 
<n1 —отключается. В [225] рассматривается случай, когда 
оптимальная в классе (n0, ni) стратегия принадлежит на 
самом деле классу (0, щ) -стратегий. Указывается на СВЯЗЬ 
этих задач с задачами теории управления запасами. 

Л. Г. Афанасьева [12] рассмотрела задачу о включении 
группы резервных приборов при постоянном времени обслу­
живания. 

Хеймаи и Маршалл [273] исследовали эту задачу для 
рекуррентного потока в классе минимаксных стратегий. 
Блекбурн [225] исследовал более широкий класс стратегий 
и показал, что оптимальными являются управления типа 
(no, ni) . Komiop [234] рассмотрел задачу управления вклю­
чением прибора на конечном интервале времени. 

Джейсуол и Симха [283] решили задачу о включении 
резервного прибора для системы с конечным источником 
требований. 

При обслуживании ненадежными приборами или в задачах 
контроля сложных технических систем возникают вопросы 
•оптимизации порядка контроля и включения резервной аппа­
ратуры при ограниченных средствах контроля, оптимизации 
порядка восстановления отказавшей аппаратуры, организа­
ции оптимального профилактического контроля и т. п. 

Вопросам оптимального включения резервных элементов 
посвящена статья И. Б. Герцбаха [69], в работе [72] рас­
смотрена задача динамического резервирования, когда в про­
цессе работы системы допускается перераспределение . ре­
зерва. В. A. Добрыдень'[87—89] для решения задач оптими­
зации структуры резервирования и контроля технических 
систем применил теорию УПМП. В работе Е. Ю. Барзило-
вича [21] рассматриваются вопросы контроля сложных тех­
нических систем при ограниченных средствах контроля. 

Гросс [268] рассмотрел задачу поиска неисправности в 
системе из двух элементов при ограниченных поисковых ре­
сурсах. Задачу контроля конечного числа каналов при огра­
ниченных средствах контроля с целью выявления максималь­
ного числа неисправностей применительно к системам связи 
рассмотрели Кирби и Никольсон [289]. 

Различные математические модели оптимального резер­
вирования, контроля и обслуживания технических систем 
описаны в монографии A. Л, Райкина [156]. 

В работах [14, 15, 109, 185—187, 339] рассматриваются 
задачи контроля случайного потока путем выбора моментов 
контроля с целью минимизации потерь, вызванных штрафом 
за обнаружение процесса в момент контроля в том или 
ином состоянии и стоимостью контроля. 

Росс [339] рассмотрел задачу выбора момента т освобож­
дения системы от поступивших в нее за это время требова-
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ний с целью минимизации среднего времени пребывания 
требований в системе на конечном интервале времени [О, Т] 
при пуассоновском входящем потоке. 

В работах A. В. Тупчиенко [185—-187] решаются задачи 
контроля пуассоновского и рекуррентного потоков при раз­
личных предположениях в виде функций штрафа. Аналогич­
ную задачу управления процессом восстановления рассмотрел 
И. Н. Коваленко [109]. 

Г. А. Багдасарян и Е. С Кочетков [14, 15] исследовали 
вопросы определения моментов включения прибора в связи 
с оптимизацией регистрации требований пуассоновского по­
тока, 

В работе Эл-Бардаи [254] рассматривается задача управ­
ления неизвестным параметром простейшего входящего по­
тока на основе его статистической оценки по наблюдениям 
за числом требований в системе с целью ограничить вероят­
ность превышения очередью заданного уровня малым чис­
лом е. В работе Дженссона [285] изучается вопрос оптималь­
ного выбора интервала между поступлением требований в 
систему DIMIl с целью минимизации линейного функционала 
потерь от ожидания требований и простоя обслуживающего 
прибора. 

Отметим еще работы Г. П. Климова [102], Б. А. Рогози­
на [158] и др. [343, 344], в которых изучаются экстремаль­
ные свойства потоков и длительностей обслуживания в 
СМО, 

Задача определения оптимального порядка обслуживания 
отказавших приборов рассматривалась А. Ф. Климовым и 
И. А. Ушаковым [101] применительно к системе, состоящей 
из двух ненадежных приборов и одного ремонтирующего уст­
ройства. Время между отказами приборов имеет показатель­
ное распределение с параметром а. Длительности восстанов­
ления приборов также имеют показательные распределения 
с, параметрами Pi (t=l, 2). В моменты, когда оба прибора 
оказываются в состоянии отказа, возникает вопрос, какой из 
приборов восстанавливать в первую очередь. Таким образом, 
пространство управлений U состоит из двух точек U— {1, 2} 
и управление и в каждый момент времени t указывает, ка­
кой из приборов следует восстанавливать в данный момент 
времени. Ставится задача построения оптимальной стратегии 
управления с целью минимизации вероятности находиться в 
некотором множестве (отказовом множестве) состояний или 
минимизации среднего времени пребывания в этом множест­
ве. 

Рассматриваемая задача для соответствующих функцио­
налов потерь'решается в [101] простым перебором, т. е. для 
любой из двух возможных стратегий выписываются уравне­
ния для вероятностей состояний соответствующего марковско.-
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го процесса. Их решения находятся в явном виде и использу­
ются для выбора лучшей стратегии по заданному критерию. 

Задачи оптимизаций показателей надежности систем 
описываемых УПМП, рассматривались Л. Н Сучковым и 
Я. А. Матвиншиным [126, 176, 177]. 

Вопросы организации профилактического обслуживания и 
принудительной замены элементов в сложных технических 
системах хорошо описываются моделями управляемых слу­
чайных процессов. В различных предположениях их исследо­
вали многие авторы: Дерман, Сакс, Клейн, Е. Ю. Барзило-
вич, И. Б. Герцбах, В. В. Рыков, Б. Г. Питтель и др. Г16—22. 
27, 51, 70, 71, 74, 162, 166, 242, 250, 251, 290]. 

Количество работ, посвященных исследованию вопросов. 
профилактического обслуживания систем, очень велико. Уже 
в обзоре [18—-21], относящемся KA968 г., насчитывается не­
сколько сот наименований. Подробное освещение вопросов 
профилактического обслуживания .с обширной библиографией 
на эту тему можно найти в обзорах [18—20, 22] и моно­
графиях И. Б. Герцбаха [74] и Байхельта [216]. В послед­
нее время появились новые работы, посвященные вопросам 
профилактического обслуживания, среди которых отметим 
работы Байхельта [217, 218], посвященные организации 
профилактического обслуживания на конечном интервале 
времени, работу Ю. Д. Буртина и Б. Г. Питтеля [51], в ко­
торой для анализа вопросов профилактического контроля ис­
пользуются модели УПМП. 

4.4. Задачи управления транспортными потоками. Методы 
TMO находят широкое применение при изучении транспорт­
ных потоков и решении задач, связанных с организацией дви­
жения [197]. Естественно, вопросы управления транспортны­
ми потоками, имеющие большое практическое значение, по­
рождают широкий.класс задач УСМО. 

Систему управления транспортным потоком на перекрест­
ке МОЖНО представить себе как СМО, состоящую из одного 
обслуживающего прибора (светофор), я а который поступает 
несколько потоков требований. Обслуживание каждого тре­
бования занимает определенное время работы прибора. Зада­
ча СОСТОИТ в распределении времени-pa боты прибора между 
потоками таким образом, чтобы среднее время ожидания тре­
бований было минимальным. 

В общем случае модель' управления транспортными по­
токами может быть описана следующим образом [143, 144, 
188 — 190]. На обслуживающий прибор, который может на­
ходиться в п состояниях Д , А2, ..., Д „ поступает т 
потоков требований П., П2, . . . , Dm. Процесс обслуживания 
определяется распределением вероятностей P{At, *; ки... ftw) 
того, что, находясь в состоянии .А.-, прибор за время -
обслужит kj требований /-го потока (/ = 1,771). Система 
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управляема. Управление в каждый момент состоит в выборе 
состояния прибора. Таким образом, пространство управле­
ний U состоит из п точек. Стратегия определяется прави­
лом назначения состояний прибора во времени. В работах 
Ю. И. Неймарка и М. А. Федоткина [143, 18S, 189] рас­
сматриваются задачи программного управления, когда 
пространство допустимых стратегий ограничивается клас­
сом стратегий Д, при котором состояния прибора изменя­
ются по периодическому закону -./., xia,...,-* р, не зави­
сящему от состояний системы, где 1ц — время, в тече­
ние которого прибор находится в состоянии Ats. 

i 
Величина т— УЧ* называется периодом (в течение 

одного периода некоторые состояния могут встречаться, 
вообще говоря, по нескольку раз). Систему, стратегия 
управления которой принадлежит классу Д, назовем систе­
мой с фиксированным ритмом работы прибора. 

Периодически повторяющаяся последовательность г*, 
т* . . . , - * обеспечивающая минимальное среднее время 

(- 'р 
простоя машин произвольного потока, называется оптималь­
ной. В работах [143, 188, 189] изучается задача управления 
транспортными потоками автоматом с фиксированным ритмом 
переключения при постоянной и показательно распределен­
ной длительности обслуживания при пуассоновских (стацио-
.иарцых и не стационарных) потоках машин. 

Рангараджаном и Оливером [336] задача определения 
оптимальной стратегии для систем с фиксированным ритмом 
работы автомата решается для случая регулярных ВХОДЯ­
ЩИХ ПОТОКОВ. 

Если через х=(хг, х2, . • •, хт) обозначить состояние 
системы, при котором на перекрестке находится х, машин 
потока ГГ- (Z ==--1, т), то уравнения, связывающие вероятности 
p(t, A, x) состояний системы в два последующих момента 
изменения состояния автомата Z-----0 и t = 0 + т„ определяют 
некоторое точечное отображение в пространстве 3- всех 
бесконечномерных векторов р =={/-> (A, x), xQX} с неотрица­
тельными элементами, равными в сумме единице. Устанавли­
ваются условия существования единственной неподвижной 
точки p* = {p* (A, x), X6X} этого отображения, которая 
соответствует стационарному распределению числа машин 
на перекрестке в моменты изменения состояний автомата. 
С помощью этих распределений вычисляются средние значе­
ния 'времени пребывания машины произвольного потока на 
перекрестке. Для некоторых критериев с ПОМОЩЬЮ ЭВМ чис-
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ленными методами находятся оптимальные параметры рабо-
| ты автомата с фиксированным ритмом работы. 
| Наряду с системами с фиксированным ритмом работы ав­

томата, в работах Ю. И. Неймарка и М. А. Федоткина и др. 
( [144, 190] рассматривались системы с обратной связью. Сос-
| тояния автомата для таких систем могут изменяться через 
| фиксированные промежутки времени т и зависят как от пре-
f дыдущего его состояния, так и от числа требований х = 
| = (xi, . . . , хт) каждого из потоков Пь П2, . . . , П т в системе 

A(t+x)=g(A(t), xh(t)y..., xm(t)). (54) 
I Стратегию управления такой системой можно задать с по-
| мощью разбиения пространства состояний системы Х= {х= 
t =(xi,...,xm)} на множества Xii такие, что если момент воз-
[ можного изменения состояния автомата застает его в состоя-
I нии А{ и систему в состоянии Хц, то автомат переходит в 
| состояние А). Потери, связанные с простоем машин за один 
j такт работы автомата, если в начале такта система находи-
I лась в состоянии x = (xi,..., xm), составляют /x(A). Анало-
|f гично случаю системы, управляемой автоматом с фиксирован-
; ным ритмом работы, выписываются уравнения, связы-
' вающие вероятности состояний p(t, A, х) в два последова-
f -тельных момента возможного изменения состояния автомата 
i t=6 и t=0 + T, которые задают некоторое точечное отображе-
\ ние в пространстве 5 s . Неподвижная точка этого отображе-
I ния p*=-(p*(A, х), х GX} соответствует стационарному рас-
| пределению вероятностей. При этом риск, отнесенный к ОДНО-
j му такту работы автомата в стационарном режиме, имеет 
f вид 
|' г=21х{А)р*(А, х), (55) 
г; где суммирование производится по всем допустимым значени-
( ям А, х. Стратегия (54), для которой величина г достигает 
' минимального значения, называется оптимальной. 
f В [144, 190] исследуется задача управления движением 
? транспорта на перекрестке с двумя потоками Пь П2 с по-
', мощью автомата с обратной связью, имеющего три состоя-
f ния А\, A2, A3, при упрощенном законе управления (54), ха-
) растеризующемся следующим разбиением пространства co-
I стояний на множества Хц 
f 
f Xn = {x=(xl, x2):xl>alx2 — bl}\ X12=Xn, 
f X21 — {x-= (xu х2):хг>х2}\ Х23 = {х = (хи х2):хг<х2}, 
( ^33 = {X — (xu x2):x2>a2xl — b2}; XZ2=X33. 
f В [144] приводится метод определения констант управле-
р ния ai, bi ( i = l , 2); в ряде случаев вычисляются эти кон-
, станты, описаны свойства оптимальной стратегии и прово-
. 7—4584 9 7 



дится сравнительный анализ систем, управляемых автома­
том с фиксированным ритмом переключения и с обратной 
•связью. 

В [190] задача управления транспортными потоками на 
перекрестке с ограниченными очередями сводится к модели 
управляемого марковского процесса с несколькими эргоди-
ческими классами. Приводятся результаты численного ре­
шения задачи. 

В -работе С. И. Спиваковского [173] для определения оп­
тимальной стратегии управления движением транспорта на пе­
рекрестке предлагается использовать метод динамического' 
программирования [28]. Качество управления при этом ха­
рактеризуется отношением 

f (А тЛ— S " ( i ' Х ) — S " ( j 4 ' * ' *•"») 
A l ' ' tn(A,x) tn(A, Xl,..., xm)' 

n 

где Sn(A, x)-=.)j/x(/)(A(0, A (*• + -)) —суммарные затраты 

при оптимальной стратегии и га-кратном принятии решения, 
lx[t)(A{t), -А (? + *)) — штраф за работу в течение одного 
такта - при переходе автомата из состояния в A (г!) в со­
стояние A(t~\-%) в момент, когда система находилась г* 
состоянии x(t); tn(A, x) —полное время работы системы 
при га-кратном принятии решения. 

Приводятся алгоритмы построения таблиц управления, ко­
торые предлагается использовать в конкретных случаях для 
построения оптимальных стратегий. 

В работе И. Б. Герцбаха и А. Б. 'Фраймана [75] алго­
ритм Ховарда используется для определения оптимального 
правила предварительной продажи билетов в транспортных 
системах с учетом льгот и транзитных рейсов. 

4.5. Математические модели систем с разделением време­
ни. Все возрастающие потребности в вычислительной техни­
ке привели к созданию вычислительных систем с разделени­
ем времени (СРВ) [32, 123, 154,202], которые позволяют 
аффективно использовать потенциальные ВОЗМОЖНОСТИ вы­
числительной техники при переработке информации и созда­
ют значительные удобства для пользователей машин. СРВ 
применяются для организации работы машины при необхо­
димости использовать ее многими территориально разобщен­
ными пользователями для работы с центральным вычислите­
лем или для организации доступа многочисленных пользова­
телей к хранящейся в запоминающих устройствах ЭВМ ин­
формации. При наличии многих пользователей некоторое 
устройство ЭВМ может потребоваться одновременно несколь­
ким пользователям. Следовательно, нужно определить поря­
док использования устройств.вычислительной машины. С дру-
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гой стороны, некоторым пользователям для решения их за­
дач может потребоваться очень большое время работы маши­
ны, что надолго задержит решение быстро решаемых задач. 
Поэтому время''работы машины нужно распределить между 
пользователями таким образом, чтобы обеспечить наилучший 
режим ее работы. В этом и состоит сущность работы СРВ. 
Заметим, что при организации работы СРВ появляются «из­
держки», связанные со временем, необходимым на органи­
зацию самой СРВ (планирование прохождения программ, 
размещение их в памяти, обмен с внешней памятью, опе­
рации ввода и вывода и т. п.), вступающие в противоречие 
с интересами пользователей. Если учесть, что программы по­
ступают от отдельных пользователей в случайные моменты 
времени и время их выполнения заранее неизвестно, т. е. так­
же может считаться случайным, то мы имеем дело с УСМО, 
причем стратегия управления состоит в организации опти­
мального алгоритма вычислительного процесса, а цель — 
в минимизации издержек. 

Математические модели задач организации работы СРВ 
[4, 5, 32, 202] близки к моделям задач управления транс­
портными потоками. Здесь роль автомата, регулирующего 
движение, выполняет программа-диспетчер, потоками требо­
ваний являются задачи, поступающие от пользователей. Сос­
тояние автомата соответствует обращению центрального вы­
числителя (процессора) к различным пользователям. Задача 
состоит в распределении времени работы центрального вы­
числителя между пользователями таким образом, чтобы удов­
летворить некоторому поставленному критерию. 

Задачи оптимальной организации работы СРВ имеют 
большое практическое значение и в последнее время привле­
кали внимание многих исследователей. Здесь накопился зна­
чительный фактический материал, содержащий ряд специ­
фических постановок задач, подходов к их решению и ре­
зультатов. Одна модель такого типа рассмотрена Фольцем 
[366]. С помощью принципа максимума [153] автор решает 
задачу распределения времени ЦВМ между пользователями 
при ограничениях на интервал между переключениями. 

Задачи организации работы ЭВМ в режиме разделения 
времени близки к моделям приоритетного обслуживания и 
.более подробно рассматриваются в § 5.1 гл. П. 

Обзор задач, моделей и методов изучения СРВ содержит­
ся в работах [4, 5, 32, 123, 154, 202]. 

Модели управляемых случайных процессов находят при­
менение также при'решении ряда других вопросов, связан­
ных с организацией работы ВС. Так, в работе И. И. Брон­
штейна [41] рассматриваются вопросы организации опти­
мального обмена информации между оперативной и долго­
временной памятью ЭВМ, в работах И. Б. Герцбаха и др. 
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[61, 67] исследуются вопросы организации счета больших 
задач. 

4.6. Вычислительные трудности и другие численные мето­
ды определения оптимальных стратегий. Как видно из ска­
занного, •итерационная процедура Ховарда является доволь­
но универсальным способом нахождения оптимальных или 
почти оптимальных стратегий в случаях, когда систему удает­
ся описать марковским или полумарковским процессом с 
конечным числом состояний. Эта процедура может быть ис­
пользована также и в более общих ситуациях. 

Вычислительные трудности, связанные с возможными 
мгновенными состояниями марковского процесса, могут быть 
преодолены переходом к управляемым марковским цепям 
[165, 167]. 

Отметим, что широкий класс УСМО составляют системы, 
в которых управление принимает лишь два значения U={uQ, 
щ,}, причем одно из них и = щ ие изменяет нормального те­
чения процесса. Именно такая система рассматривалась в 
[165]. В этом случае можно переходить .к вложенной марков­
ской цепи, соответствующей моментам принятия управле­
ния щ. 

Использование метода Ховарда для процессов с большим 
числом состоянии (этим, как правило, и характеризуются 
практически интересные случаи) даже с помощью современ­
ных вычислительных средств весьма затруднительно, а за­
частую и невозможно. В таких случаях может быть полезен 
рассмотренный в работе М. Г. Теплицкого [180] приближен­
ный способ реализации метода Ховарда, основанный на груп­
пировке -состояний (примеры успешного использования это­
го приема при реализации метода динамического программи­
рования известны). Анализ и эксперименты, приведенные в 
•[180], показывают, что этот способ является гораздо более 
доступным для практической реализации, чем известные точ­
ные методы, и достаточно эффективным для довольно широко­
го класса практически интересных процессов. Он был, напри­
мер, с успехом использован в лаборатории по системам опе­
ративного планирования и управления производством 
ЦНИИКА для решения одной задачи из области металлур­
гического производства, поставленной в терминах УСМО в 
работе [179]; Соответствующий управляемый полумарковс­
кий процесс имел 249 состояний- Решение для него было най­
дено за 4 часа машинного времени ЭВМ «БЭСМ-4». Заметим, 
что решение этой задачи известными точными методами на 
ЭВМ этого класса практически невозможно. 

Вопросы укрупнения состояний УМЦ применительно к за­
дачам ТМО рассматриваются также в статье Е. Я. Рубино-
вича [163]. 
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Далеко не всегда работу УСМО можно описать процес­
сом, допускающим вложенную марковскую цепь с конеч­
ным или счетным пространством состояний и выписать соот­
ветствующие формулы для вероятностей переходов и потерь 
при различных управлениях. 

С другой стороны, существует мощный метод анализа 
сложных СМО — метод Монте-Карло. Естественно попытать­
ся использовать ЭТОТ метод для численного определения опти­
мального управления CMO. 

Так, в работе Н. П. Бусленко и Г. А. Соколова [52] спе­
циально рассматривается вопрос о решении задач матема­
тического программирования, в которых функция цели зада­
на алгоритмически. Предложен метод, основанный только 
на возможности вычисления функционала в любой заданной 
точке, требующий минимального в некотором смысле числа 
вычислений функционала для достижения минимума. Недос­
татком этого подхода является сравнительно небольшая точ­
ность вычисления функционала с помощью статистической 
модели, что может привести в отдельных случаях к неверно­
му определению точки минимума. Однако отклонение полу­
ченного решения от оптимального (по значению функциона­
ла) находится в пределах погрешности метода статистичес­
ких испытаний. 

В работе [2] этот метод используется для определения 
оптимального режима функционирования системы управле­
ния. Рассматривалась замкнутая система с конечным числом 
источников, при постоянной длительности обслуживания тре­
бований, которая может служить моделью диспетчерского 
пункта (см. 3.2), и определялась оптимальная стратегия 
управления такой системой с учетом возможных прерываний в 
обслуживании. Метод оптимизации функционала, задаваемо­
го статистической моделью, используется также в рабо­
те [174]. 

Для управления работой сложных УСМО на бесконечном 
интервале времени часто применяют так называемый метод 
динамического планирования, который СОСТОИТ В следующем. 
Задаются числа Т0, Ти T2 такие, что Т0<Т1<Т2. В каждом из 
интервалов времени [пТи яТ-.+То) (n = 0, 1, 2 , . . .) строится, 
как правило, с помощью ЭВМ, оптимальное в принятом 
смысле управление объектом на время [ft~i+~0, пТ^+Т?) с 
учетом его состояния на момент пТ\ и используется в тече­
ние времени {nT\+T0t (rt+1) Г1 + Т0) ] . Величину Т2 иногда 
называют горизонтом (планирования. 

Этот способ построения управления сложными объектами 
при разумно выбранных Т0, ТьТг на практике оправдывает 
себя. Так, он был использован для управления весьма слож­
ной многофазной УСМО, формализующей работу участка 
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металлургического производства в работах [29, 53]. Эффек­
тивность этого подхода в этом случае была показана с по­
мощью статистического моделирования на ЭВМ. 

Г лава 11 

ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО НАЗНАЧЕНИЯ 
ПРИОРИТЕТОВ И СМЕЖНЫЕ ВОПРОСЫ 

Приоритетные системы массового обслуживания получили 
в последнее время широкое распространение. Опубликовано 
много работ, посвященных исследованию приоритетных сис­
тем и их применению при анализе работы вычислительных 
систем, систем связи и др. Вышли из печати первые моно­
графии по приоритетным системам [78, 86], в которых содер­
жится обширная библиография и обзор состояния этого на­
правления исследований в ТМО в настоящее время. Однако в 
этих монографиях мало внимания уделено вопросам оптими­
зации приоритетов, а если эти вопросы и ставятся, то в от-, 
рыве от общей теории управляемых систем. 

В настоящей главе вопросы оптимального назначения при­
оритетов и смежные вопросы рассматриваются в связи с об­
щей проблемой оптимального управления системами массово­
го обслуживания. Мы касаемся здесь только тех работ, кото­
рые связаны с оптимизацией приоритетов и их применениями, 
а также других специфических задач управления системами 
массового обслуживания, например, назначения приоритетов 
на занятие приборов, и не затрагиваем широкого круга ра­
бот, посвященных анализу различных классов приоритетных 
систем, отсылая читателя к обзору и библиографии, приве­
денным в монографиях [78, 86] и обзорной статье И. Н. Ко­
валенко [108]. v 

Можно выделить два широких класса систем с приорите­
тами: 1) системы, в которых приоритет устанавливается при 
выборе требований на обслуживание — именно эти системы 
получили в последнее время наиболее широкое распростра­
нение, и примыкающие к ним системы с фильтрацией потока 
на входе и т. п.; 2) системы, в которых приоритет устанавли­
вается на занятие прибора и близкие к ним системы. 

Для систем первого класса характерно поступление требо­
ваний нескольких, -скажем яг, типов и наличие дополнитель­
ных ограничений, накладываемых на класс допустимых стра­
тегий, вызванных спецификой задачи. Так, в системах с отно­
сительными приоритетами изменения управлений допускают­
ся лишь в моменты окончания обслуживания. В системах с 
абсолютными приоритетами это ограничение состоит в том,, 
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•что управление может изменяться ЛИШЬ В моменты оконча­
ния обслуживания и поступления требований. В обоих случа­
ях управление не зависит от конкретного состояния очередей, 
а лишь от наличия в ней требований того или иного типа. 

Указанные ограничения упрощают в ряде случаев реше­
ние задач, но при этом остается нерешенным вопрос, на­
сколько можно улучшить качество функционирования систе­
мы, переходя от систем с приоритетами к системам с более 
«широким классом допустимых стратегий управления. Для 
решения подобного рода вопросов можно расширить поня­
тие приоритетов, например, вводя понятие динамических при­
оритетов [170]. Оказывается, что в ряде случаев подобное 
расширение не приводит к улучшению качества функциони­
рования системы [54, 106, 122, 152, 170], в других — за счет 
расширения пространства допустимых стратегий можно до­
биться улучшения качества работы системы. 

§ 1. ПРИОРИТЕТНЫЕ СИСТЕМЫ С ОЖИДАНИЕМ 

Обратимся к модели однолинейной системы с неограни­
ченной очередью и несколькими простейшими входящими по­
токами требований, которая может быть получена из модели 
с несколькими группами конечного числа источников, рас­
смотренной в § 4.2 главы 1, предельным переходом при 
rti->-co (i=l, m), так что niai-^-ai. 

Пусть заданы функции распределения Bi(t) длительнос­
тей обслуживания ti требований из каждого потока (i-=l, tri) 
и штрафы ci за единицу времени пребывания требования 
i-ro типа в системе. 

Имеется возможность управлять системой в том смысле; 
что в любой момент времени t можно направить на обслужи­
вание любое из имеющихся в очереди требований ИЛИ не за­
нимать прибора. Таким образом, множество управлений U 
состоит из т + 1 точек. Управление и = 0 означает, что при­
бор не занимается обслуживанием, управление u = k означа­
ет, что на обслуживании находится требование типа k. В общем 
случае задача СОСТОИТ В построении стратегии, обеспечи­
вающей минимизацию потерь от пребывания.требований раз-
•ных типов в системе. В системах с приоритетами, как ука­
зывалось выше, на класс допустимых стратегий накладыва­
ются различные ограничения. Рассмотрим более подробно 
различные классы систем с приоритетами. , 

1.1. Относительные приоритеты. В системах с относитель­
ными приоритетами изменение управления допускается лишь 
в моменты окончания обслуживания. При этом множество 
всех допустимых стратегий может быть описано множеством 
подстановок/•= (ti,i2,... t-n). 
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Подстановка 1= (ц, i2, • •., im) указывает, что первый 
(высший) приоритет в обслуживании предоставляется требо­
ваниям из потока с номером ii, второй — требованиям из по­
тока с номером г-2 и т. д. 

Стратегия (последовательность приоритетов I) опреде- | 
ляет порядок обслуживания следующим образом. В каждый 
момент освобождения прибора требование г̂ -го типа направ­
ляется на обслуживание в том и только том случае, если I 
Xi — 0 для всех k < s и x,^>0. Требования одного и того | 
же типа обслуживания в порядке поступления. Здесь \ 
х{ — число требований г-го типа в системе. , 

Будем для краткости называть требования, имеющие I 
при заданной последовательности приоритетов / 5-ый прио- [ 
ритет, s (/^требованиями и обозначим через dik) (!) время I 
пребывания в системе k-го поступившего 5 (/)-требования. [ 
Тогда если качество работы системы характеризовать по- I 
терями от пребывания требований в системе, то функцио- I* 
нал потерь (потери за продолжительное время Т работы • 
системы) можно представить в виде I 

j*r=IK S -i'V). о> [ 
. 9 - 1 ft-1 t 

где Ns (T) — количество 5(/)-требований, поступивших за ( 
время Т. При этом цель управления состоит в том, чтобы J 
минимизировать средние потери в единицу времени 

г (/) = Urn ±- MlT (/)=>min. (2> 
Г->оо -^ 

Известно [104], что для систем с относительными прио­
ритетами условие существования стационарного режима 

10-4 

Г 
состоит в том, что f 

m 

i-\ t 
со ', 

где b^KtdBi (t) — математическое ожидание длительности I 
о f 

обслуживания. При выполнении этого условия и принимая »• 
во внимание независимость величин Qi'!) (/) и NS(T), целе­
вую функцию (2) можно переписать в виде Г 

( 
r ( / ) -2a W - ( / ) ^min , (3) f 

."=-1 у* 

где ' 
•у, (/)=--= Мб<*>(/) (A-»-oo). г 



Теперь задача может быть сформулирована следующим 
образом: минимизировать выражение (3) по всевозможным 
перестановкам индексов I. Заметим, что вопросов, связанных 
с существованием оптимальной стратегии, здесь не возника­
ет, так как число всевозможных стратегий здесь конечно и 
равно т\. 

Средние значения времени пребывания s{I) —требований 
в системе и-(/) при любой последовательности приоритетов-
/ выражаются по известным формулам (см., например-, 
[104]), так что в принципе задача (3) может быть решена, 
например, полным перебором. Однако в данном случае до­
вольно просто получить необходимое условие оптимальнос­
ти последовательности приоритетов I*, которое в силу един­
ственности выделяемой им последовательности / оказывает­
ся и достаточным. Действительно, предположим, что опти­
мальной (а такая всегда существует) является тождественная 
подстановка 1*~Е (всегда можно перенумеровать потоки 
соответствующим образом). Тогда из необходимого условия 
оптимальности 

r(E)<r(TkE) (k = \,2,...,m-l), 
где TkE = (\,2, ..., k — 1, fe + 1, k, .. .,m), простыми преоб­
разованиями нетрудно вывести необходимое условие опти­
мальности в виде 

— - < - — - (/г—1,2, . . . ,яг—1) , (4) 

которому удовлетворяет единственная (с точностью до ра̂ -
венства) подстановка, откуда следует и достаточность приве­
денного условия. Эти результаты содержатся в работах 
О. И. Бронштейна, В. В. Рыкова, Кокса и Смита [49, 50, Ш ] . 

Вопросы оптимального назначения приоритетов в системах 
с ожиданием исследовал затем Б. К. Мебуке [129, 131]. 

1.2. Абсолютные приоритеты. Ослабим теперь несколько 
ограничения, накладываемые на класс допустимых стратегий 
А, и предположим, что, помимо моментов окончания обслужи­
вания, управления могут изменяться в моменты поступления 
требований. Подобное предположение приводит нас к систе­
мам c абсолютными приоритетами. Более точно класс допус­
тимых стратегий в системах с абсолютными приоритетами1 

так же, как и в системах с относительными приоритетами,. 
определяется множеством всевозможных подстановок I — 
= {к, i2>..... im). Стратегия (последовательность абсолютных 
приоритетов) / задает порядок обслуживания требований сле­
дующим образом: требование из потока is обслуживается в 
том и только том случае, если в системе нет требований из 
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потоков с номерами ih в последовательности I, для всех k< 
< s , т. е. если xift — 0 для всех k<s и xi >0 . 

Таким образом, если во время обслуживания s(/)-требо­
вания поступает k (I) -требование с k<s, то, согласно прави­
лу абсолютных приоритетов, последнее немедленно принимает­
ся к обслуживанию, а относительно судьбы требования, об­
служивание которого было прервано, можно делать различ­
ные допущения. .В работах'по TMO (см., например, [104]) 
рассматривались следующие схемы, определяющие судьбу 
требования, обслуживание которого было прервано: 

—- прерванное требование направляется в очередь и его 
'Обслуживание будет продолжено, как только прибор освобо­
дится от требований более высокого приоритета; 
• — прерванное требование возвращается в очередь и будет 

обслуживаться заново, как только прибор освободится от 
требований более высокого приоритета; 

— прерванное требование теряется. 
ВОЗМОЖНЫ и другие схемы, определяющие судьбу прерван­

ного требования, а также различные модификации указан­
ных правил, например, .возвращение требования в «голову» 
или в «хвост» требовании того же приоритета и т. п. 

Наиболее полные результаты при определении оптималь­
ных последовательностей приоритетов получены для первой 
схемы, когда время, затраченное на обслуживание, не теряет­
ся, для линейного функционала цели вида (3). 

Для всех указанных выше схем условия существования 
•стационарного режима и выражения для основных характе­
ристик системы содержатся, например, в работе [104]. Таким 
образом, принципиально для любых конкретных исходных 
данных оптимальную последовательность приоритетов для 
.любой схемы можно установить хотя бы прямым перебором. 

Получить необходимые и достаточные условия опти­
мальности последовательности приоритетов здесь удается 
лишь для первой из приведенных схем и только для пока­

зательных распределений длительностей обслуживания 
.Bi(t) = \ — e~®it. Метод и результаты аналогичны случаю 
-относительных приоритетов [49, 50], а именно, оптимальной 
оказывается последовательность приоритетов E, для ко­
торой 

PftCft>fti+iCft+1 ( £ = 1 , 2 , ...,т-\). (5) 

Ввиду явной незавершенности результатов для систем с 
абсолютными приоритетами предпринимались и предприни­
маются попытки их усиления. Так, если заметить, что вели­
чина vs(I) в формуле (3) для абсолютных приоритетов за­
висит лишь от первых двух моментов распределения длитель­
ностей обслуживания требований, то можно ожидать, что 
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правило определения оптимальной последовательности прио­
ритетов окажется справедливым и в более широких условиях. 
Действительно, в работе Е. Б. Висл еров a [55] указываются 
условия в форме неравенств на первые два момента распре­
делений Bi(t), при которых условие оптимальности (5) для 
последовательности абсолютных приоритетов остается спра­
ведливым. 

1.3. Системы с ориентацией и чередованием приоритетов. 
В различных прикладных задачах, связанных с исследовани­
ем систем с несколькими типами требований, для перехода 
от обслуживания требования одного типа к обслуживанию 
требования другого типа необходима «ориентация» прибора, 
на которую затрачивается некоторое, вообще говоря, случай­
ное время или (и) некоторое количество какого-либо другого 
ресурса. Подобные ситуации возникают, например, при иссле­
довании транспортных систем [335, 336] или вычислитель­
ных систем, работающих в режиме коллективного пользова­
ния [350,351, 368,369] и т. п. 

B системах с ориентацией может оказаться невыгодным 
слишком часто переходить от обслуживания требований од­
ного типа к обслуживанию требований другого типа, и ес­
тественно возникает потребность ограничить число переклю­
чений. Такой подход приводит к постановке задачи организа­
ции обслуживания в классе систем с чередующимися приори­
тетами, в которых переключение прибора с обслуживания 
требований одного типа на обслуживание требований друго­
го типа возможно лишь тогда, когда в системе не остается 
требований обслуживаемого типа. 

Вопрос об организации рационального обслуживания в 
системах с ориентацией был поставлен и исследовался для 
двух типов требований Гейвером [263—265]. В работе [263] 
исследовался вопрос о зависимости среднего времени ожи­
дания требований от числа переключений для простейших по­
токов требований в [264] -— для случая, когда суммарный по­
ток— простейший, а типы поступающих требований управля­
ются цепью Маркова с заданной матрицей переходов. В ра­
боте [265]' показано, что наилучшей в смысле минимизации 
среднего времени ожадания требований (в критерии (3) ci-=l 
(i = l, т)) является дисциплина обслуживания с чередова­
нием приоритетов. 

А. Ахмедов [13] рассмотрел систему с абсолютными при­
оритетами и ориентацией в предположении, что в момент ос­
вобождения системы от неприоритетных требований перео­
риентация прибора на приоритетные требования происходит 
с заданной вероятностью p. 

Систему с относительными чередующимися приоритетами 
с двумя типами требований исследовали также Ави-Ицхок, 
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Максвелл и Миллер [209]. Различные характеристики для; 
таких систем получены в работе Ньютса и Ядина [326]. Ран--
гараджан и Оливер [336] рассмотрели задачу минимизации 
среднего времени ожидания требований в системе с ориен­
тацией при постоянном времени обслуживания применитель­
но к управлению транспортными потоками. 

Гергели [267] исследовал систему с ориентацией и чере­
дованием приоритетов при двух типах требований, когда пе­
реключение с обслуживания требований одного типа на об­
служивание требований другого типа допускается только в, 
том случае, когда количество требований того или другого 
типа в системе превзойдет некоторый пороговый уровень. 

При произвольном количестве типов требований системы 
с чередующимися приоритетами исследовались И. М. Ду­
ховным [91, 92] 

Б. Г. Питтель [152] исследовал систему с чередующимися. 
приоритетами в широком классе стратегий управления, зави­
сящих от состояния системы. Для линейного функционала по­
терь вида (3) им получено оптимальное правило назначения! 
приоритетов (см. § 3.1). 

1.4. Системы со смешанными приоритетами. Модели сис­
тем с относительными, абсолютными и чередующимися прио­
ритетами можно объединить в общую модель CMO. Одна' 
модель такого сорта рассматривалась в работе [94], в кото­
рой изучена однолинейная СМО с т входящими простейши­
ми потоками требований, произвольным временем обслужива­
ния и ненадежным прибором с произвольными распределени­
ями длительности жизни и восстановления. Потоки требова­
ний разбиты на два класса: к первому относятся потоки с 
номерами от 1 до $, ко второму — с номерами от s-f-1 до т . 
Требования 1-го класса обладают относительным приори­
тетом перед требованиями 2-го класса. Внутри 1-го класса 
используется правило с чередованием приоритетов, внутри 
второго — обычное правило относительных приоритетов. Вы­
полнен анализ указанной системы. Получены производящая 
функция числа требований и ФР времени ожидания в ста­
ционарном режиме. В качестве частных случаев изучены си­
стемы с комбинированными (абсолютными и относитель­
ными) приоритетами. 

О. И. Бронштейн [42] рассмотрел систему со смешанны­
ми приоритетами для «стареющих» (с растущей условной 
плотностью распределения ) ФР длительностей обслужива­
ния требований- Найдено оптимальное правило назначения 
относительных и абсолютных приоритетов между потоками, 
обобщающее соответствующие результаты работ [49, 50, 55]. 

Р. М. Эйдинов и Л- А. Афанасьев [205] исследовали за­
дачу выбора оптимального числа k (k<m) приоритетных 
классов в системе с требованиями т типов. 
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§ 2. ПРИОРИТЕТНЫЕ СИСТЕМЫ С ПОТЕРЯМИ. 
ЗАМКНУТЫЕ СИСТЕМЫ 

Если в системе не предусмотрено мест для ожидания (на­
пример, в системах диспетчерского контроля без промежуточ­
ной памяти), или если число мест для ожидания ограничено, 
мы приходим к модели СМО с потерями. Качество функцио­
нирования таких систем, или качество управления ими, ес­
тественно, зависит от числа потерянных требований. В более 
общем случае системы смешанного типа (систем с ограничен­
ной очередью) качество управления можно характеризовать 
функционалом цели вида 

т 

>•(')=.£ ^[о'^лп+civAn] (6) 
где ns(I), ^ ( / ) — вероятность потери и среднее время ожи­
дания, s{!)—-требования в системе при выбранной страте­
гии управления, /, cis, cis—штрафы за потерю одного тре­
бования и единицу времени ожидания соответственно. 

Как и в случае систем с ожиданием, на класс допустимых 
с̂тратегий А накладываются ограничения, состоящие в том, 

что изменение управления допускается лишь в моменты по­
ступления требований или моменты окончания обслуживания. 
Как и ранее, множество всех стратегий такого типа описыва­
ется множеством всех подстановок I=(h, к i-m). которые 
определяют порядок обслуживания аналогично случаю сис­
тем с ожиданием, и называются стратегиями типа приорите­
тов. 

Задачи оптимального назначения приоритетов на обслу­
живание требований в замкнутых системах, хотя в них и не­
возможны потери, близки к соответствующим задачам для 
смешанных систем- Вопросы оптимального назначения прио­
ритетов в системах с потерями и замкнутых системах рас­
сматривали О. И. Бронштейн, Е. Б. Веклеров, И. М. Духов­
ный, В. В. Рыков, M. И. Ланин и Л. Б. Шварц и др. [46, 49, 
50, 56, 57, 93, 122, 296, 297]. Сюда же примыкают задачи 
фильтрации потока на' входе системы, которые изучали 
И. Н. Коваленко, А. А. Натан, Б. И. Петрин,. О. М- Юрке-
вич и др. [107, ПО, 132, 137—142, 201]. 

2.1. Системы с чистыми потерями. В работах О- И- Брон­
штейна, А. А. Райкина, В. В. Рыкова, М- И. Ланина, 
Л. Б. Шварца, Коуцкого [46, 49, 50, 122, 296, 297] рас­
сматривались системы с несколькими входящими потоками 
требований, ожидание в которых не допускается, т. е. если в 
момент поступления некоторого требования прибор оказыва­

ется занятым, то одно из требований, вновь поступившее или 
• обслуживаемое, теряется. При этом, естественно, моментами 
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управления являются лишь.моменты поступления требований, • 
и последовательность приоритетов / определяет порядок об- I \ 
служивания аналогично случаю системы с очередью и абсо- f i 
лютными приоритетами. \ \ 

Пусть в систему, состоящую из одного прибора, посту­
пает т простейших потоков требований с интенсивностями . • 
а{ (г = 1, /га). Длительности обслуживания имеют показа­
тельные распределения с параметрами % ( / -=1 , т). Класс ' ; 
допустимых стратегий А задается с помощью множества ! \ 
последовательностей приоритетов I ==(1и 12, .. .,1т): если 
в момент поступления требования потока ik обслуживается : 
требование потока is и k < . s , то это последнее требование 
теряется и начинается обслуживание первого. При k>s-
теряется поступающее требование. Очереди в системе f ; 
не допускаются. Так как ожидания требований не допуска- f • 
ется, то 1)̂ (7) = 0 и целевой функционал (6) принимает в и д \ 

m m ) : 
г(/)=2^/гА(/)-=3^л(1-^(/)), ; 

где <7а(/) —вероятность полного обслуживания s(/)-rpe6oBa- f < 
ни я в системе с потерями, дисциплина обслуживания в- : 
которой определяется последовательностью приоритетов I. \ 

Поэтому в качестве критерия оптимизации МОЖНО исполь- I 
зовать функционал [ ; 

т ! : 

2 at/.qtf^m&x '•-
S-1 " | ; 

и если c\ = Ci интерпретировать как доход за полное \\ 
обслуживание требований i-ro типа, то задача состоит 1 \ 
в отыскании последовательности приоритетов /*, макси- \\ 
мизирующей средний доход в единицу времени в устано- i ] 
вившемся режиме. Решение этой задачи для случая одина- i ' 
ковых с.-, с.=.с (i = \,ni), который соответствует оценке \\ 
качества функционирования СМО по вероятности полного (\ 
обслуживания требований из суммарного потока, получено \\ 
в работе [46] и состоит в управлении, определяемом после- I; 
довательностью приоритетов Е, для которой {-

Р1>р 2 > . . .>р т . (; 
Случай различных ct (i = l,hi) рассмотрен в [49, 50],. I. 

и для него получено необходимое условие оптимальности ( ; • 
приоритетов, • 1-

Эти же вопросы рассматривались в работах Б. К. Мебуке I 
[127, 128, 130], однако содержащееся в них доказательство; I! 
ПО И 
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достаточности условий оптимальности последовательности 
приоритетов неверно. 

В работе Коуцкого [296] изучается система с потерями, в 
которой не допускается прерывание обслуживания, а страте­
гия управления задается вектором (pb р2,..., рт) следую-
щим образом: если требование потока k застает прибор сво­
бодным, то оно с вероятностью р% принимается на обслужи­
вание и с вероятностью 1— ph теряется, а требование, застаю­
щее прибор занятым, всегда теряется. Единица времени об­
служивания требования fe-ro потока приносит доход ck (k = 
==1, т), а единица времени простоя прибора—потери в од­
ну денежную единицу. Приводится алгоритм для отыскания 
стратегии управления — (р{*, p2*,.. .,рт*), максимизирую­
щей доход за единицу времени работы СМО в стационарном 
режиме. 

В [297] эта модель обобщается на случай, когда 
вероятность приема требования р^ зависит от состояния f 
системы. 

В работе М. И. Ланина и Л. Б. Шварца [122] вводится 
класс вероятностных приоритетов, обобщающих введенное 
ранее понятие простых приоритетов. Класс вероятностных 
приоритетов определяется следующим образом. Каждая стра­
тегия (система вероятностных приоритетов) задается матри­
цей Q---ll.-7.jll (-, / ,= 1, т) (0<-7i3<l), элементы которой qa 
представляют собой вероятности замещения требования i-ro 
потока требованием /-го в случае поступления последнего во 
время обслуживания первого. 

Задача определения оптимальной стратегии в классе ве­
роятностных приоритетов для однолинейной модели с поте­
рями и функционалом цели вида 

т 
г (Q) = S aiK-7.(Q) - ->;(Q) - c".-;(Q)]=>max,-

где qt(Q), n'iiQ), ^(Q) — соответственно вероятности полного 
обслуживания и потери при поступлении в систему или 
в результате замещения требования i-ro типа, а с\, с], с" — 
соответствующие им доходы или штрафы, сводится в [122] 
K задаче линейного программирования, что позволяет 
накладывать на условия задачи дополнительные ограниче­
ния, например, на ассортимент обслуженных требований 

fli<e^/(C3)<ai 

и т. п. В рассматриваемой работе показано, что в случае от­
сутствия дополнительных ограничений решение задачи до­
стигается на целочисленной матрице Q*, элементы которой 
равны либо 0,,либо 1. Таким образом, в этом случае расши-

• - • - > 

Q---ll.-7.jll


рение пространства стратегий не приводит к улучшению ка­
чества работы системы. Однако использованный метод позво­
лил авторам путем анализа соответствующей задачи линей­
ного программирования доказать достаточность условий оп­
тимальности последовательности приоритетов в случае трех 
(т = 3) типов требований, необходимость которых была по­
казана ранее в общем случае в [49]. 

Указанный подход является примером непосредственного 
применения методов математического программирования 
для решения задач УСМ0 (см. гл. I § 3) и позволяет не толь­
ко численно искать оптимальную последовательность прио­
ритетов, но и выписывать необходимые и достаточные условия 
•оптимальности системы вероятностных приоритетов. 

2.2. Системы с ограниченной очередью. Замкнутые систе­
мы. В гл. I упоминались работы [134—137, 164, 165, 167, 
178—180] по исследованию систем с ограниченной очередью 

:и несколькими типами требований в связи с задачами опе­
ративного управления (гл. I § 4.1), а также работы [1, 2, 
155, 157] по исследованию замкнутых систем в связи с зада­
чами диспетчерского контроля (гл. I, |§ 4.4). Метод исследо­
вания соответствующих систем состоял в сведении рассмат­
риваемого процесса к управляемому случайному (марков­
скому или полумарковскому) процессу и определении для 
него оптимальной стратегии управления численными метода­
ми. 

Для систем с ограниченной очередью и замкнутых сис­
тем так же, как и для систем с неограниченной очередью, 
возможна постановка вопроса об определении оптимальной 

.дисциплины обслуживания в классе приоритетных дисцип­
лин. Однако решение этой задачи в общем случае весьма 
затруднительно и, по-видимому, не целесообразно, так как в 
этом случае, как следует из результатов гл. I, оптимальная 
-стратегия сильно зависит от параметров и состояний систе­
мы. 

Для многолинейных систем с ограниченной очередью типа 
Мт\М\п\1 задачу оптимизации порядка обслуживания в клас­
се приоритетных ДИСЦИПЛИН при большой и малой нагрузке 
рассматривал И. M. Духовный [93]. Для замкнутых систем 
аналогичное исследование при малых нагрузках выполнено 
Е. Б. Веклеровым [57, 58]. Полученные асимптотические пра­
вила назначения приоритетов совпадают с соответствующими 
правилами для разомкнутых систем с неограниченной оче­
редью. 

В. В. Мова и Л. A. Пономаренко [134—137] численными 
методами (см. гл. I, § 4.1) исследовали вопросы оптимизации 
порядка обслуживания требований в многолинейных систе-
-мах с ограниченной очередью типа M^lMnlnll. В этих слу­
чаях оптимальная стратегия не принадлежит классу приори-
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тетных стратегий и за счет перехода от стратегий приоритет­
ного типа к оптимальным, как показано в [136, 137], можно 
получить значительное улучшение качества работы системы. 

В работах Г. П. Башарина и его учеников [23—26, 38— 
40, 124] разрабатываются алгоритмы численного анализа 
приоритетных СМО с ограниченной очередью, которые могут 
быть использованы при сравнении различных приоритетных 
дисциплин обслуживания. 

Систему .МгШгИ с двумя простейшими входящими пото­
ками требований, замкнутую по приоритетному потоку и 
разомкнутую по неприоритетному .потоку при показательно 
распределенных длительностях обслуживания исследовал 
C.H. Драиицын [90]. 

Различные аспекты анализа и оптимизации замкнутых 
приоритетных систем изучались Джейсуолом и содержатся в 
его монографии [86]. 

Для систем, работающих в условиях не критической 
(большой или малой) нагрузки, интересной является поста­
новка задачи исследования областей в пространстве состоя­
ний системы, внутри которых оптимальным является правило 
приорететного обслуживания. 

2.3. Задачи фильтрации входящего потока. В предыдущих 
разделах этого параграфа рассматривались задачи оптими­
зации йорядка обслуживания требований в системах с поте-, 
рями путем назначения приоритетов на их обслуживание с 
целью минимизации функционала (6). Решение этих задач 
приводит к своеобразному просеиванию (фильтрации) вхо­
дящего потока требований, причем отбрасываются требова­
ния менее ценные (относительно заданного критерия) для 
системы. 

Близкие задачи возникают при анализе информационных 
систем, где ценность требования определяется наличием или 
отсутствием у него определенных признаков. Подобные за­
дачи рассматривались И. Н. Коваленко, A. A. Натаном, 
Б. И. Петриным, Л. Б. Шварцем, О. М. Юркевичем и др. 
[И, 107, ПО, 132, 137—142, 201, 296, 297]. 

Здесь ставится задача организации предварительной 
фильтрации требований для систем с ограниченной пропуск­
ной способностью таким образом, чтобы минимизировать ве­
роятность потери требования, обладающего нужным призна­
ком. 

Общая постановка задачи такова. В систему с ограни­
ченной пропускной способностью поступает поток требова­
ний, обладающих ненаблюдаемым признаком \ и наблюдае­
мым т,. По ненаблюдаемому признаку I требования разби­
ваются на два класса: требований, не нуждающихся в 
обслуживании S6Xo, и «полезных» требований S.6X1. Заданы 
априорное распределение признака Ь р{Х0), р(Хх) и услов-
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ные распределения признака ч\\ f(y/XQ), /(у/Хг). Обслужи­
вание состоит в установлении типа ненаблюдаемого признака 
и занимает некоторое, вообще говоря, случайное время.. 
Нагрузка на систему такова, что она, вообще говоря, не 
справляется с обслуживанием всех поступающих на ее вход 
требований. Поэтому возникает задача фильтрации на вхо­
де в систему требований по наблюдаемому признаку т; та­
ким образом, чтобы минимизировать вероятность потери тс 
требования, обладающего нужным значением признака 

Подобные модели возникают в задачах организации ра­
боты систем обработки информации, состоящей из полезной 
информации и «шума», систем контроля, диагностики и т. п. 

В работах A. A. Натана [139, 140] рассматриваются 
однолинейные системы с регулярным входящим потоком 
требований и показательным распределением длительности 
обслуживания. В [139] изучается модель с чистыми потерями, 
в работе [140]—-смешанная система (система с ограничен­
ной очередью). Процедура фильтрации задается следую­
щим образом; апостериорная вероятность Р{^Хх1у} принад­
лежности требования к классу, нуждающихся в обслужи­
вании требований, сравнивается с некоторым фиксированным 
пороговым уровнем р, и принимаются к обслуживанию ЛИШЬ 
те требования, для которых Р {^Хг1у} > ^ . Стратегия филь­
трации определяется значением порогового уровня р и 
оптимальной является стратегия р*, для которой вероят­
ность потери TC----TCJ+-T.2 (в результате фильтрацииi-, _ или 
занятости прибора т-2) требования, обладающего нужным 
значением признака, минимальна. 

В работе [142] рассматривается процедура фильтрации, 
при которой значения апостериорной вероятности принад­
лежности признака S классу Хг — Р {-.бЛ,-/*/} определяют си­
стему приоритетов в обслуживании требований следующим 
образом. Область значений наблюдаемого признака т, раз­
бивается на т подобластей Г„ i7-,...,.7^, таких что 
P{i;6Xi/^}>P{-eX1/i//}; если У0Ь у^У], тогда требование, 
обладающее наблюдаемым признаком yt, имеет преимущество 
в обслуживании перед требованием с признаком ys. 

В работах [139—142] получены формулы, связывающие 
вероятность потери «полезного» требования п с характери­
стиками потока требований, параметрами СМО, распределе­
ниями используемых при фильтрации признаков, пороговым 
уровнем и структурой приоритетов. Для систем фильтрации 
по пороговому уровню отсюда обычными вариационными 
методами можно получить оптимальное значение порогового 
уровня. Для систем фильтрации по .приоритетам в [142] по­
казано, как с помощью метода динамического программиро-
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вания выбрать структуру приоритетов, минимизирующую 
указанную вероятность. 

И. Н. Коваленко [107] изучил многолинейную систему с 
простейшим . входящим потоком требований и произвольно 
распределенной длительностью обслуживания, когда задерж­
ка в обслуживании требований не допускается. Указывается 
алгоритм оптимального регулирования порогового уровня в 
зависимости от числа занятых приборов, обеспечивающий 
минимальную интенсивность потока потерь полезной инфор­
мации. 

Аналогичные результаты • получены И. Н. Коваленко и 
О. М. Юркевичем [110] для системы с ограниченным време­
нем ожидания начала обслуживания. Задача минимизации 
относительно pi (t" = 0, п), интенсивности X(p0, P i , . . . , pn) по­
тока потерянных требований, обладающих полезным значе­
нием признака | при назначении пороговых уровней фильт­
рации pi при i занятых приборах сводится к задаче динами­
ческого программирования. 

Л. Б. Шварц [201] для решения задачи фильтрации пото­
ка на входе однолинейной системы с показательными рас­
пределениями длительностей обслуживания использовал 
модель вероятностных приоритетов. Сведение к задаче ли­
нейного программирования позволило разбить конечную об­
ласть значений признака т) на две подобласти, для признаков 
из которых требование следует принимать или не принимать 
к обслуживанию. 

А. В. Набеев и В. П. Ревельс [138] исследовали вопрос о 
распределении требований по каналам в классе вероятност­
ных приоритетов с целью максимизации средней ценности 
обслуженной информации, которая определяется функциона­
лом 

DO 

Q — $[ l—Z ( t ) ]d l / (0 , 
о 

где Z(t) — ФР времени старения информации, a V(t) —ФР 
времени ожидания. 

Вопросы выбора требований для обслуживания в связи 
с задачами обработки информации рассматривались также в 
работах В. H. Асеева [11], Д. Г. Михалева и И, Б. Руссмана 
[132], а также в упоминавшихся уже работах Коуцкого [296, 
297]. 

§ 3. ОБОБЩЕНИЯ ПОНЯТИЯ ПРИОРИТЕТОВ 

Понятие приоритетов возникло, с одной стороны, как 
формализация естественного порядка работы СМО специ­
ального класса. С другой стороны, приоритеты можно рас­
сматривать как класс стратегий, .подчиненных некоторым ог-

8* 115 



рвинчениям. Отправляясь от этого второго подхода к поня­
тию приоритетов, естественно поставить вопросы: в каких 
случаях оптимальные приоритеты оказываются оптимальны­
ми стратегиями в более широком классе допустимых страте­
гий, насколько влияет информация о состоянии СМО на вы­
бор управления, насколько можно улучшить качество уп­
равления, переходя от приоритетов к более широкому классу 
допустимых стратегий. В направлении решения указанных 
вопросов были получены некоторые результаты, имеющие и 
самостоятельное значение. Они будут рассмотрены в настоя­
щем параграфе. 

3.1. Динамические приоритеты. Рассмотрим вопрос о за­
висимости управления от СОСТОЯНИЯ очередей, который об­
суждался . в работах Е. Б. Веклерова, Э. Е. Лемберг, 
Б. Г. Питтеля, В. В. Рыкова, Г. П. Климова [54, 106, 152, 
170]. В настоящем разделе состояние системы с ожиданием 
будем характеризовать вектором х= (xi, х2, ...,xm), raexi— 
число требований t-го типа в системе. Множество таких век­
торов с целочисленными неотрицательными компонентами 
образует пространство СОСТОЯНИЙ системы Х={х— (хи х2,..., 
..., хт)). 

Предположим, что все пространство состояний системы 
X разбито на непересекающиеся множества Xk (k=0, m), 

т 
Х~ U Хк, XknX, = 0. Определим для каждого такого 

А-0 
разбиения х = {Хк, k=Q, т] стратегию S=S(x) следующим 
образом. Если в момент принятия управления система нахо­
дится в одном из состояний подмножества Хк, принимается 
управление u — u(Xh)=k. Ограничения на моменты управле­
ния (моменты изменения управления) оговариваются особо. 
Систему, в которой стратегия управления определяется толь­
ко что описанным способом с помощью разбиений простран­
ства состояний, назовем системой с динамическими приори­
тетами-

Понятие динамических приоритетов было введено 
В. В. Рыковым и Э. Е. Лемберг .[170]. Оно является обоб­
щением понятия приоритетов в обычном смысле слова и сов­
падает с последним, если определяющее его разбиение имеет, 
например, вид 
Х-= ^ f t — [x:*!—^—•••—•*ft_1 = 0, **>°] . fc=--07w}. (7) 

Такому разбиению соответствует последовательность при­
оритетов, задаваемая тождественной подстановкой 
E = (l,2, :,m). 

В работе [170] задача минимизации функционала (3) в 
классе систем с относительными динамическими приоритета­
ми сводится к задаче линейного программирования. Для 
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произвольного разбиения x = {Xk, k=0, т] функционал (3) 
МОЖНО представить в виде 

т т т 

г (x)-2-Wi(x)=-2 2 см [yieX+p {zexj} = 
m m 

-"-SSci-/.?*/. (8) 
i*=i /=-o 

где l(t)-=(^(t), - . . , %m(t)), •;/ — число требований i-го типа 
в системе в момент принятия управления. В [170] показано, 
что вероятности тс — limP {-, (t)6Xj} при выполнении условия 
эргодичности R < 1 не зависят от дисциплины обслужива­
ния (разбиения х), а величины gtf=M {l^Xj) при любой 
дисциплине обслуживания удовлетворяют системе линейных 
уравнений 

т т . , ( 2 ) 

я?;+^-2р*йг?*-Ер*гу
0*------ (-./=-.w). О) 

m иг 

где go^.-i-^i, Pft = flfc*A, # = 2 P f t l 6С) = 2 а ^ ) . Пока-
зано, далее, ЧТО все ТОЧКИ {gtj}, соответствующие приори­
тетным дисци-плинам обслуживания, т. е. разбиениям типа 
(7), являются крайними точками множества G0 == {g°) реше­
ний системы (9). 

Б. Г. Питтель [152] рассмотрел более широкий класс дис­
циплин обслуживания, включающий, наряду с описанными, 
также чередующиеся динамические приоритеты. Для этого 
класса систем им также получено представление функцио­
нала (3) в виде линейной формы.вида (8) от некоторых ве­
личин gij, которые при любой дисциплине из рассматривае­
мого класса связаны системой линейных уравнений, анало­
гичной (9). Путем анализа соответствующих двойственных 
задач линейного программирования автор показал, что опти­
мальная стратегия в классе динамических как относитель­
ных, так и чередующихся приоритетов достигается в классе 
дисциплин, не зависящих от состояний системы. Для относи­
тельных приоритетов оно определяется соотношением (4), 
для чередующихся в [152] приводится алгоритм определения 
.оптимальной последовательности приоритетов и условия, до­
статочные для того, чтобы оптимальной являлась последо­
вательность,, определяемая соотношением (4). 

Рассмотрим [169] в качестве пространства допустимых 
стратегий в системе с динамическими приоритетами множе­
ство рандомизированных стратегий 8 = {иг(х), х£Х}, ыг(х)>0, 
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т 
2ui(x) = I, определяемых вероятностями иг(х) того, что в 

момент управления на обслуживание будет направлено тре­
бование 1-го типа, если система находится в состоянии 
x =-= (x1, хь ..., хт). Регулярной назовем стратегию 

т. 

b=[Ui(x),xeX], для которой ._] иг(х) ==• 1 Для любого х, 
..-о 

К0(Х) = 0 ДЛЯ Х-7--0. 
Множество величин {gij}1 для множества всех регулярных 

стратегий выпукло. Оказывается, что все крайние точки 
множества G0, соответствующие регулярным стратегиям, от­
вечают обычным приоритетным дисциплинами обслуживания. 
Таким образом, среди всех стратегий управления из класса 
рандомизированных динамических приоритетов оптимальной 
является обычная последовательность .приоритетов, опреде­
ляемая соотношением (4). 

Систему с абсолютными динамическими приоритетами 
(моменты управления в классе абсолютных динамических 
приоритетов совпадают с моментами поступления требований 
и моментами окончания обслуживания) при показательно 
распределенных длительностях обслуживания исследовал 
Е. Б. Веклеров [54]. Оптимальная дисциплина также не за­
висит от состояния системы. Более того, этот же результат 
справедлив и для многолинейных систем при одинаковых 
распределениях длительностей обслуживания требований 
[59]. 

Естественно, все полученные результаты справедливы для 
линейного целевого функционала вида (3), для целевых 
функционалов более общего вида они не имеют места (см. 
§ 3.4). 

3.2. Зависимость управления от длительности обслужива­
ния. В предыдущем пункте указывалось, ЧТО ДЛЯ систем с 
неограниченной очередью информация о состоянии очередей 
не влияет на выбор управления. Конечно, этот факт не имеет 
места в системах с конечным числом источников (см. гл. I, 
§ 4.2) и в системах с ограниченной очередью. 

Обратимся теперь к вопросу о том, какое влияние оказы­
вают сведения о длительности обслуживания на стратегию 
управления. Оказывается, что стратегия управления сущест­
венно зависит от информации об оставшейся длительности 
обслуживания требований. 

Если имеется возможность каким-либо образом (прямо 
или косвенно) оценивать время, оставшееся до конца обслу­
живания (например, наблюдая за временем, прошедшем с 
его начала), то естественно поставить вопрос, в каких слу­
чаях целесообразно прерывать обслуживание требования при 
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поступлении «более важного» требования. Таким образом, 
при такой постановке вопроса мы отказываемся от ограни­
чений на моменты изменения управлений, т. е. переходим от 
стратегий типа приоритетов к более широкому . классу до­
пустимых стратегий управления. Подобный подход к иссле­
дованию УСМО развивался в работах [44, 45, 69, 65, 66, 316, 
330]. 

Влияние информации о длительности обслуживания (или 
затраченной ее части) на решение вопроса о необходимости 
прерывания обслуживания исследуется в работе Е. Б. Векле-
рова и В. В. Рыкова [59] на примере однолинейной УСМО, 
в которую требования направляются из неограниченного бун­
кера. Длительность обслуживания требований имеет произ­
вольное распределение B{t), быть может, с бесконечным 
математическим ожиданием. Имеется возможность прервать 
обслуживание и приступить к обслуживанию нового требова­
ния, при этом требование, обслуживание которого было 
прервано, теряется. Задача состоит в выборе момента пре­
рывания обслуживания «засидевшихся» требований таким 
•образом, чтобы среднее число обслуженных в единицу вре­
мени требований было максимально. В общем случае опти­
мальный момент прерывания и* определяется из уравнения 

[1-В(и)]В(и)=В'(и) u-\B{i)dt 

В некоторых частных случаях можно получить явное выра­
жение для и*. 

О. И. Бронштейном и Е. Б. Веклеровым [44] рассмотрена 
задача отыскания оптимального управления однолинейной 
системой с постоянными длительностями обслуживания б* 
(l—l, m) в следующем классе стратегий: в любой момент 

•освобождения прибора из очереди выбирается требование 
согласно последовательности приоритетов Е, установленной 
•согласно правилу (4). В моменты поступления требований 
вопрос о прерывании обслуживания решается с учетом вре­
мени, уже затраченного на обслуживание. Понятно, что в 
этот класс стратегий включаются стратегии типа как относи­
тельных, так и абсолютных приоритетов. Показано, что опти­
мальным является правило: из числа находящихся в CMO 
требований всегда обслуживать то, для которого отношение 
- минимально, где ui — время дообслуживания требования 

( t = l , т). 
Заметим, что решение задачи здесь удалось получить 

«благодаря наличию полной информации о длительности об­
служивания требований. Чуть более общая модель рассмот-
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рена в работе Миллера и Шраге [316], где длительности 
обслуживания требований имеют произвольные распределе­
ния Bi{t) ( i=l , m), однако точное значение этой длитель­
ности (реализация соответствующей случайной величины) 
становится известным сразу же по поступлении требования 
в систему. Естественно, результат совпадает с предыдущим. 

В работе Оливера и Песталооди [330] изучается одноли­
нейная система с ожиданием, в которую поступает простей­
ший ноток требований. До момента поступления требования 
известна ФР B(t) времени его обслуживания, после момента 
поступления — точная длительность обслуживания. Это зна­
чит, что требования, находящиеся в очереди, отличаются 
друг от друга временем обслуживания. Задача состоит в оп­
ределении порядка их обслуживания, минимизирующего 
среднее время ожидания в установившемся режиме. Для лю­
бого целого N класс управлений задается множеством набо­
ров {(tji-u tji\, i—\, N, Уо=0, tji-i<t/i} следующим образом: 
требованию предоставляется t'-й приоритет, если длитель­
ность его обслуживания принадлежит интервалу (г/i-i, Уг\. 
Прерывание обслуживания не допускается. Для конечного-
.V дан способ расчета оптимальных значений yi* ( i= l , N), 
основанный на использовании метода динамического про­
граммирования. Показано, что при N-+co оптимальным явля­
ется правило: на обслуживание направлять требование, име­
ющее наименьшую длительность обслуживания. 

Краткий обзор результатов, полученных в направлении 
исследования оптимального момента прерывания обслужива­
ния в однолинейных СМО, содержится в работе [45]. 

В несколько иной постановке задача об определении мо­
мента прерывания обслуживания рассмотрена в работах 
Н. М. Воробьева [65, 66], где изучена однолинейная СМО с 
простейшим потоком требований и ограниченной длиной оче­
реди. В каждом интервале (t, t+At) требование из очереди 
может покинуть систему с вероятностью $At+o(At). Дисцип­
лина обслуживания — в порядке очереди. Задана функция' 
с (8) —доход, получаемый от обслуживания одного требова­
ния, если оно длилось 0 единиц времени. Обслуживание 
требования может быть прервано в любой момент времени, 
после чего оно считается обслуженным. Задача состоит в 
отыскании правила прерывания обслуживания, т. е. выбора 
длительности обслуживания в зависимости от длины очере­
ди, максимизирующего средний доход за единицу временив 
стационарном режиме. Методом динамического программи-
рования составляется система дифференциальных уравнений, 
которая при некоторых дополнительных условиях определяет 
решение задачи в виде вектора (9i 0JV) (N — максималь­
но возможная длина очереди), который задает искомое уп-
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равление так: обслуживание требования в момент t заканчи­
вается, если длина очереди равна п и Q(t)>Qn, где Q(t) — 
время, в течение которого это требование обслуживается к 
рассматриваемому моменту t (n-=l, N). Для простых част­
ных случаев предложенный подход позволяет довольно 
просто найти решение задачи. 

3.3. Многоэтапное обслуживание и зоны недоступности 
для прерывания. Системы с многоэтапным обслуживанием 
[42, 43] имеют большое самостоятельное практическое зна­
чение. Однако модель многоэтапного обслуживания может 
дать частичный ответ и на вопросы, сформулированные в 
начале данного параграфа. Разбивая, например, длитель­
ность обслуживания требований на фиктивные (но наблю­
даемые) этапы, можно оценить влияние затраченного на 
обслуживание требования времени на решение вопроса о 
необходимости прерывания обслуживания при, поступлении 
«более важного» требования. 

Пусть в систему, состоящую из одного прибора, посту­
пает т простейших потоков требований с интенсив но стяма 
О/ (у = 1,/л). Обслуживание каждого требования j-ro типа 
состоит из П] последовательных этапов. Длительность вы­
полнения t-го этапа при обслуживании требования типа / 
есть случайная величина с произвольной функцией распре-

деления Btj{t), i = \,nJ: J = \,m, Ьч = уиВ„^), .->-=• 2 V 
о i=i 

ci — стоимость простоя требования /-го типа в течение еди­
ницы времени. Допускается неограниченная очередь. 

В момент поступления некоторого требования, застаю­
щего на обслуживании требование /-го типа на i-ы этапе, 
или в момент окончания обслуживания i-го этапа требова­
ния /-го типа мы оказываемся перед выбором; продолжать 
обслуживание требования или перейти к обслуживанию вновь 
поступившего или какого-либо из находящихся в очереди 
требований. 

Порядок обслуживания требований (стратегия управле­
ния системой) определяется следующим образом. Не обслу­
живавшиеся ранее требования поступают на обслуживание в 
соответствии с правилом относительных приоритетов (4). 
Далее вводится матрица 

К H I M ' Q<kn<iij, ku^kt+ij, kij^n, при i > ; \ 
определяющая порядок обслуживания следующим образом. 
Если обслуживается требование /-го типа, причем осталось 
выполнить не более kij этапов, и в систему поступило требо­
вание t'-го типа, то оно уже не имеет права прервать обслу­
живаемое требование. В противном случае обслуживание 

Ш; 



этого последнего прерывается, причем прерывание может 
произойти либо сразу, либо в конце этапа. Требование, об­
служивание которого прервано, возвращается в очередь и 
дообслуживается затем с прерванного места, когда в системе 
нет более важных требований. Требования одного типа об­
служиваются в порядке поступления. 

В работах О. И. Бронштейна [42, 43] исследуется задача 
определения оптимального по критерию минимума средних 
потерь 

т 

г (к)=2«//-,/(к) 
порядка обслуживания требований в классе стратегий, опре­
деляемых множеством матриц -Ж1-—{К} рассмотренного вида. 
Здесь ^(К) означает, i как и ранее, среднее время пребыва­
ния требований /-го типа в системе. 

В [42] рассматривается случай, когда прерывание проис­
ходит сразу в момент поступления более важного требова­
ния. В работе [43] — более общий случай, когда для неко­
торых этапов прерывание возможно лишь в конце этапа, а 
внутри этапа не допускается. В этом случае более важное 
требование ждет окончания соответствующего этапа. Время, 
затраченное на обслуживание, не теряется, т. е. рассматрива­
ются модели с дообслуживанием прерванных требований. 

Получены явные выражения для оптимальных значений 
элементов £ij* матрицы К*, для «стареющих» (т. е. с неубы­
вающей условной плотностью дообслуживания) законов рас­
пределения длительности обслуживания. Они имеют доволь­
но громоздкий вид, однако их смысл простой: на обслужи­
вание следует направлять требование, для которого отноше­
ние оставшегося среднего времени обслуживания к стои­
мости Cj простоя требования в единицу времени минимально. 

Подобный же подход к исследованию однолинейных СМО 
•с требованиями .нескольких типов развивается в работах 
К. Р. Балачандрана [212, 213]. 

Заметим, что описанные результаты дают лишь частич­
ные ответы на вопросы, сформулированные в начале § 3, 
так как они не затрагивают вопросов о выборе числа и 
длительностей этапов. 

Более полный ответ на этот вопрос содержится в ра­
ботах [47, 48]. В [47] рассматривается однолинейная СМО, 
обслуживающая требования нескольких типов. Дисциплина 
обслуживания задается матрицей. Z-—||г;;.|| (i, j= 1,т), эле­
менты которой zl} характеризуют «зону недоступности» для 
прерывания требований у-го типа требованиями типа i сле­
дующим образом. Занумеруем потоки первоначально в по­
рядке, соответствующем правилу относительных приори-
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тегов (4), и обозначим через - время, затраченное на 
обслуживание требования, занимающего прибор. Тогда пре­
рывание обслуживания требования /-го типа требованием 
i-го типа (i<j) происходит в том и только том случае, 
если -.<.>:•_,•. 

Интервал [ги, ос) называется зоной недоступности для 
прерывания требований типа / требованиями £-го типа 
i < / ) . В предположении, что функции 

со 

9i(z)^[\-BJ(z)]-^(t~z)dBl(t) С/--T^j 
2 

не возрастают, в работе [47] найдена оптимальная по кри­
терию 

т 
r ( Z ) - 2 - » / № ( Z ) + ^ / (Z ) l 

дисциплина обслуживания в классе S3 дисциплин, описывае­
мых матрицами Z=||2-y||. 

Здесь V] (Z) — среднее время пребывания, a ^.(Z) —сред­
нее суммарное время перерывов в обслуживании требова­
ний /-го типа; c'j, с" —соответствующие штрафы за единицу, 
времени. Элементы оптимальной матрицы Z*=-||z* \\ нахо­
дятся, как решения уравнений 

с1 

Аналогичная задача оптимизации в предположении, что 
зоны & недоступности для прерываний зависят лишь ОТ типа 
прерываемого требования [г ,̂ oo), рассмотрена Ичмайе-
ром [257]. 

Заметим, что в работах [42, 43, 47] оптимальная стра­
тегия прерывания ищется в классе стратегий с единствен­
ным для каждой пары типов требований уровнем недоступ­
ности для прерывания, устанавливаемым либо дискретно в 
виде этапов k*l} [42, 43], либо непрерывно в виде зон недо­
ступности z*j [47]. 

О. И. Бронштейном и Г. О. Розенталем [48] результаты 
работ [42, 43, 47] обобщаются на случай, когда число этапов 
может быть случайным, а приоритеты; между этапами могут 
выбираться произвольным образом. Получено правило опти­
мального назначения порядка выполнения этапов, которое 
обобщает соответствующие результаты для оптимального 
расписания выполнения работ случайной длительности од­
ной машиной [159, 160]. 
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Аналогичные результаты получены Оливиром [331] для: 
несколько более общего критерия, когда штраф за-ожидание-
в течение времени т требования /-го типа, на обслуживание 
которого необходимо время t, задается функцией Cj(t)-х. 

Г. П. Климов [105, 106] рассмотрел следующую общун> 
модель управляемой системы с разделением времени. Один: 
обслуживающий прибор предназначен для выполнения не­
скольких (т) видов работ (фаз обслуживания). Каждое-
требование, моменты поступления которых образуют про­
стейший поток с интенсивностью а, с вероятностью pt 
обслуживается сначала на фазе i, любое требование, 
обслуженное на фазе i, с вероятностью ptj может потре­
бовать обслуживания на фазе у, а с вероятностью. 

т 

1—2 Pij покинуть систему. Предполагается, что любое' 
. / - 1 

требование с положительной вероятностью покидает систе­
му, т. е. что для любого i существует п такое, что 

т 
1 — 2/> | л ) >0, где p\f — элементы матрицы Р".= ||/?../||'1. 

-/•=1 

Задача СОСТОИТ В определении правила назначения тре­
бований на обслуживание в моменты освобождения прибо­
ра, т. е. в построении функции переключения и(х) = 
= и(хг, .. .,хт) (x, —число требований, ожидающих обслу­
живания на i-й фазе в момент освобождения прибора), ми­
нимизирующей средние потери вида 

т 

Г («) = 2 0№l-
( • - - 1 , 

Как и в случае систем с динамическими приоритетами [170], 
задача сводится к задаче линейного программирования. По­
казано, что оптимальная дисциплина обслуживания сущест­
вует и достигается в классе приоритетных дисциплин. 
Оптимальное назначение приоритетов /* = (£*, г*, . . . , 1*т) уста­
навливается следующим рекуррентным правилом: 

Mm — Q (S—-множество фаз обслуживания), 
c^MJ-cf, . T (MJ- ( I m -P ) - -b ; 

b== (bu b2, ..., bm)—вектор средних длительностей обслужи­
вания. Для k=m,m — \,...,l 

124 



Mk_, =-Mk — {;*}, 7 (Mft) = (I, — P (Mft))-i b (Mft), 

lk — единичная матрица размерности kxk, Р(MA)—матрица 
шереходов, соответствующая фазам множества Мк, которая 
.получается из Р вычеркиванием строк и столбцов, отвечаю­
щих отброшенным фазам {i'm, Гт_1У . . . . i*m_k+1], b(Mft) — 
вектор средних значений длительностей обслуживания, 
-соответствующих фазам из множества MA, который полу­
чается из вектора b вычеркиванием элементов, отвечающих 

•фазам .{i;, i*m_v..., C-ft+i}-
3.4. Нелинейные функции штрафа и переменные приорите­

ты. До сих пор рассматривались задачи о назначении прио­
ритетов при аддитивном функционале потерь, т. е. когда 
функции штрафа за ожидание или потерю требования явля­
ются линейными функциями времени. Однако часто возни­
кают задачи, когда штраф за ожидание требования являет­
ся нелинейной функцией времени, например, ступенчатой 
функцией, т. е. когда для требований каждого типа сущест­
вует критическое время ожидания ti° такое, что если время 
ожидания Ti<ti°, то штраф равен 0, а при Ti>^i° он равен 
некоторой постоянной величине, скажем ci. 

В этом случае критерий качества работы системы прини­
мает вид 

т 

а задачи оптимизации порядка обслуживания требований 
становятся значительно труднее. В частности, в этом случае 
оптимальная дисциплина обслуживания, вообще говоря, не 
принадлежит классу приоритетных дисциплин, и необходи­
мо расширение понятия приоритетов, чтобы получить опти­
мальную или близкую к ней дисциплину обслуживания. 
Например, в классе дисциплин с динамическими приоритета­
ми могут быть получены лучшие результаты [57, 136]. 

Однако так как в данном случае потери зависят от вре­
мени, .проведенного требованием в системе, а не от количест­
ва находящихся в ней требований, целесообразно ввести но­
вый класс приоритетных дисциплин, которые в отличие от 
динамических приоритетов будем называть переменными 
приоритетами*). Дисциплины этого класса характеризуются 
тем, что.приоритетный индекс yi(t) требования t-го типа за­
висит от времени, проведенного соответствующим требова-

*) Рассматриваемый класс дисциплин о некоторых работах встречается 
также под названием динамических приоритетов. 
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Сводка результатов по оптимальному назначению приоритетов в 
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Неограниченная очередь 

1. Найдена оптимальная стратегия в 
классе У0 [49, 50, 111] 

2. Эквивалентность оптимальных 
стратегий в классах %0, У0 [152, 170] 

3. Оптимальная стратегия из класса 
рандомизированных динамических от­
носительных приоритетов эквивалент­
на стратегии из &а [169] 

1. Найдена оптимальная стратегия 
в классе Ja при показательных рас­
пределениях длительностей обслужи­
вания [49, 50] и их обобщения на 
произвольные распределения [55] 

2. Эквивалентность оптимальных 
стратегий в классах Ха. &*. [54] 

С потерями 

1. Найдена оптималь­
ная стратегия в классе 
вероятностных стратегий 
фильтрации входящего 
потока [296, 297] 

2. Оптимальные стра­
тегии фильтрации входя­
щего потока по наблю­
даемому признаку: 

—по уровню [107, 
139] 

—разбиение на прио­
ритетные классы 
[142, 201] 

1. Найдена оптималь­
ная стратегия в классе 
Ул при ci = c [46]; полу­
чены необходимые усло­
вия оптимальности в об­
щем случае [49, 50] 

Ограниченная оче 
время ожида 

1. Оптимизация 
гий в классе с 
фильтрации [110, 

2. Асимптотиче 
правила назначен 
ритетов при бол 
малой нагрузке [ 

1. Определени 
мальной стратеги 
се Э численными 
ми: 

—метод линей 
граммирования [1 

— метод Ховар 
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3. Системы со смешанными приори­
тетами и сравнение стратегий из клас­
сов" У0, Уя [43, 94] 

4. Определение оптимального мо­
мента прерывания при фиксированной 
длит, обслуживания [44, 45, 316] 

5. Системы многоэтапного обслу­
живания [42, 43] и зоны недоступ­
ности [47, 48, 257] 

1. Сравнительный анализ систем с 
чередующимися приоритетами [91, 92, 
263—265] 

2. Эквивалентность оптимальных 
стратегий в классах Хч и Cf4, необх. 
и достаточные условия оптимальности 
[152] 

2. Эквивалентность 
оптимальных стратегий в 
классах вероятностных 
приоритетов и Уа [122], 
необходимые и достаточ­
ные условия оптималь­
ности в Уа [122] 

1. Возможен учет до­
полнительных ограниче­
ний, например, на ассор­
тимент обслуживаемых 
требований [122] 

2. Асимптотиче 
правила назначени 
ритетов при бол 
малой нагрузке [9 

Примечание : Уа> &о-> ^ч~классы стратегий с абсолютными, относительными, чередую 
•Хч—классы стратегий с абсолютными, относительными и чередующимися динамическими прио 
ных марковских стратегий 



лием в системе, а задача оптимизации сводится к определе­
нию приоритетных индексов ji(t) в некотором классе таким 
образом, чтобы минимизировать средние потери, связанные 
с эксплуатацией системы. 

Приоритетные индексы часто выбираются пропорциональ­
ными функции штрафа. Так, в работе Клейнрока и Финкель-
штейна [292] рассматривается система с переменными прио­
ритетами, в которой приоритетные индексы имеют вид 
yi(t)=Ci- (t—х)к, где ci, & —некоторые постоянные, а т—• 
момент поступления рассматриваемого требования в систе-

' му. Обслуживается всегда требование с наибольшим значе­
нием приоритетного индекса. При этом приоритетные индек­
сы «отслеживают» нелинейные штрафы за ожидание требо­
ваний. Для требований двух типов т — 2 решается задача 
определения приоритетных индексов fi*(t), при которых по­
тери за ожидание требований минимальны. 

Е. Б. Веклеров [56, 57] рассмотрел задачу оптимального 
назначения приоритетов для ступенчатой функции штрафа 
за ожидание отдельного требования. Аналитического прави­
ла назначения приоритетов для таких функций штрафа в об­
щем случае получить не удается. В работе [56] рассматри­
ваются асимптотические правила, когда штраф платится за 
длительное время ожидания ti°>l. В [57] приведены резуль­
таты численных расчетов потерь г при различных правилах 
назначения приоритетов методом статистического моделиро­
вания. 

В работах В. В. Мовы и Л. А. Пономареико [135—137] 
численными методами, связанными с использованием идей 
линейного программирования, исследуются вопросы улучше­
ния качества функционирования многолинейных систем с 
-ограниченной очередью типа Мт\Мп\п\1 с нелинейной функ­
цией штрафа при переходе от приоритетных дисциплин к оп­
тимальным. 

Основные результаты по оптимальному назначению прио­
ритетов, полученные к настоящему времени, сведены в 
•табл. 3. 

§ 4. ПРИОРИТЕТЫ ПРИ ЗАНЯТИИ ПРИБОРОВ 
И ДРУГИЕ ЗАДАЧИ 

Другое направление сужения класса допустимых страте­
гий в УСМО состоит во введении приоритетов при занятии 
приборов в многолинейных СМО при наличии приборов раз-
.личной производительности. Такие задачи рассматривались 
в работах [79, 98, 99]. В [145] изучалась задача распреде­
ления требований двух типов между двумя приборами в ус-
.ловиях, когда один прибор может обслуживать требования 
-только 1-го типа, а второй — обоих типов. 
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Задачи о порядке включения дополнительных приборов в 
СМО или резервных элементов в теории надежности при 
недоступности информации в течение процесса, т. е. когда 
решение принимается лишь на основании априорной инфор­
мации о свойствах приборов и элементов, можно сформулиро­
вать как задачи о назначении приоритетов (порядка) на 
включение резервных приборов или элементов. Одна задача 
теории надежности в такой постановке рассмотрена в [295]. 

Необходимо отметить связь задач об оптимальном наз­
начении приоритетов с задачами теории расписаний. Эту 
связь можно проследить, например, в работах [159,160,294]. 

Близкие к задачам теории расписаний задачи об опти­
мальном назначении приоритетов в классе 0-приоритетов рас­
сматривались в [112—114, 146—150]. 

4.1. Приоритеты на занятие приборов. В работе Г. Л. Ио-
нина и М. А. Шнепса [99] рассматривается многолинейиая 
система с потерями, в которую поступает простейший поток. 
требований. Длительности обслуживания имеют показатель­
ные распределения с параметрами, зависящими от номера 
прибора. В каждый момент поступления требований, застаю­
щих свободными более одного прибора, нужно решить, на 
какой из этих приборов направить поступившее требование. 

Весьма просто показано, что правило, минимизирующее 
вероятность потери в установившемся режиме, состоит в том, 
чтобы обслуживание всегда осуществлять прибором с мак­
симальной интенсивностью обслуживания. 

Г. Л. Иониным [98] рассмотрена система с потерями, 
на которую поступает неординарный пуссоновский поток 
требований. Показано, что при заданной суммарной интен­
сивности потока потери минимальны для простейшего пото­
ка. 

В случае обслуживания двумя приборами ( т = 2 ) в рабо­
те [79] оценивается разность вероятностей потерь при пере­
становке обслуживающих приборов. 

Многолинейную систему обслуживания приборами раз­
личной производительности с ожиданием исследовал 
A. A. Шахбазов [200]. Полученные им результаты могут 
быть использованы для оптимального назначения приорите­
тов на занятие приборов. 

В работе [145] рассмотрена система из двух приборов, 
предназначенная для обслуживания двух простейших потоков 
требований. 1-й прибор может обслуживать требования толь­
ко 1-го потока, 2-й прибор — требования обоих потоков. 
Предполагается образование двух очередей требований на 

. каждый из приборов. В любой момент поступления требова­
ния 1-го потока нужно решать, в какую из очередей его 
направить. Рассматривается класс управлений, определяв-
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мый целочисленным параметром k следующим образом: вновь. 
поступившее требование становится в очередь на 1-й прибор, 
если длина этой последней в данный момент не превышает ft. 
В противном случае это требование направляется в другую-
очередь. Требования каждой очереди обслуживаются в по-
рядке поступления. Для показательно распределенных дли­
тельностей обслуживания в статье находятся различные ха­
рактеристики СМО (например, среднее время ожидания); 
как функции k. Это позволяет просто выбирать значения k*,'. 
оптимизирующие работу системы по этим характеристикам. 
Поставленные задачи возникают, например, при организации 
работы поверочных лабораторий. 

В теории надежности возникают задачи подключения ре­
зервных элементов. Так, в [295] изучается система, состоя­
щая из одного основного и т—1 элементов «теплого» ре­
зерва. Исследуется задача определения оптимального поряд­
ка включения элементов в работу по двум критериям; обес­
печения максимальной надежности работы системы в началь­
ный период ее работы (максимум производной функции 
распределения длительности безотказной работы системы . в 
нуле) и обеспечения максимального среднего времени рабо­
ты системы. 

Оптимальный по первому критерию порядок подключе­
ния элементов в работу определяется соотношением 

где %и Ai — интенсивности отказа t'-ro no порядку включае­
мого в работу элемента в резерве и рабочем состоянии соот­
ветственно. 

Необходимое условие оптимальности порядка включения 
элементов в работу по второму критерию имеет вид: 

•^m-i -у ^т (^m-i + Аот) 
Лт_! Ат (Am-! ~Ь Хт) 

4.2. Связь с задачами теории расписаний. 9-приоритеты. 
Интересно отметить связь между задачами управления СМО 
с несколькими типами требований и различными приборами с 
задачами теории расписаний. B сущности, перечисленные 
выше задачи могут служить простейшими примерами задач 
расписания, в которых моменты времени, после которых 
могут выполняться операции, и (или) длительности их вы­
полнения являются случайными величинами. Задачи опреде-. 
ления оптимальных расписаний при случайных длитель­
ностях выполнения операций рассматривались в [159, 160]. 
Однако в целом класс стохастических задач теории расписа­
ний, весьма важный с точки зрения приложений, исследован 
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мало. Изучение связи между стохастическими задачами тео­
рии расписаний и задачами УСМО и применение при этом 
методов обеих этих теорий может, по-видимому, значительно 
обогатить как ту, так и другую. 

Задачи, близкие к задачам теории расписаний, рассмат­
ривались в работах [112—114, 146—150], где изучалась од­
нолинейная система, предназначенная для обслуживания 
потока требований от т источников. Длительности обслужи­
вания требований зависят от источника, от которого они по­
ступают. Рассматривается класс дисциплин обслуживания, 
определяемый множеством векторов 9=-(0i, 02-...., 6m) сле­
дующим образом: в каждый момент времени t обслуживает­
ся требование, имеющее наименьшее значение величины t / + 
.+ 9i среди требований, находящихся в этот момент в оче­
реди, где i — номер источника, от которого требование по­
ступило, и V — момент его поступления. .Введенный таким 
образом класс дисциплин назовем б-приоритетами. Он обоб­
щает ряд известных дисциплин. Например, при, 0i=0 (i= 
= 1, т) получим дисциплину обслуживания в порядке оче­
реди. Если разности 0— 0i-i очень велики, то 0-приоритеты 
практически эквивалентны классу абсолютных приоритетов. 
Рассматриваются задачи нахождения О-приоритетов, удов­
летворяющих некоторым ограничениям на сроки окончания 
обслуживания требований. Для решения этих задач предло­
жены методы последователытых приближений.. 

4.3. Задачи управления на сетях. Сета;систем массового 
обслуживания находят широкие применения при исследова­
нии различных реальных объектов [33, 34, 120, 192—194, 
199]. К одним из первых работ по управлению на сетях 
относятся, работы по оптимизации структуры ненадежных 
сетей и организации оптимальной (с целью минимизации 
потерь) передачи информации по ненадежным сетям связи. 
В математическом плане возникающие здесь .задачи близки 
к задачам оптимального резервирования в теории надеж­
ности и также сводятся к задачам линейного программиро­
вания. 

В работах [33, 34] описан широкий класс управляемых 
сетей СМО при дискретном способе наблюдения, исследо­
вание которых сводится к УШД. В общем случае исследо­
вание таких сетей наталкивается на «непреодолимые», как 
указано в [33] вычислительные трудности. В [34] приводят­
ся результаты численных расчетов оптимальной стратегии 
управления для упрощенного варианта сети, выполненных с 
помощью итерационной процедуры Ховарда. 

В [192—194] для. анализа сетей и оптимизации распреде­
ления требований по. сети используются методы статистиче­
ского'моделирования и случайного поиска. ' 
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§ 5. ПРИЛОЖЕНИЯ УПРАВЛЯЕМЫХ СИСТЕМ 
С ПРИОРИТЕТАМИ 

В предыдущих параграфах задачи определения оптималь­
ных стратегий управления в системах с приоритетами рас­
сматривались в методическом плане. В настоящем пара­
графе, не претендующем на полноту обзора прикладных ра­
бот, будут кратко указаны основные направления приложе­
ния систем с приоритетами, причем нужно иметь в виду, что 
как области приложения систем с приоритетами и общих 
управляемых систем совпадают (см. § 4, гл. I), так и рас­
сматриваемые классы допустимых стратегий не всегда поз­
воляют точно указать, к какому типу систем целесообразно 
отнести ту или иную работу. 

5.1. Задачи диспетчерского контроля и организации рабо­
ты вычислительных систем. Широкое развитие автоматизи­
рованных систем управления (АСУ) и использование в них 
вычислительной техники привело к созданию вычислитель­
ных систем (ВС) и поставило перед исследователями вопро­
сы организации их работы, в том числе задачи диспетчериза­
ции прохождения программ при работе ВС в различных ре­
жимах. 

О задачах организации работы ВС в режиме разделения 
времени при работе несколькими пользователями уже упо­
миналось в § 4.5 гл. Г 

Шраге [350, 351] использовал приоритетные модели СМО 
с возвращением прерванного требования в очередь низшего 
приоритета, со смешанными приоритетами и др. для анализа 
работы ВС в реальном масштабе времени. 

Исследованием приоритетных систем с разделением вре­
мени и изучением влияния величины кванта времени, выде-v 

ляемого на обслуживание требований, на различные харак­
теристики системы и связанные с ними издержки занимался 
Вольф [368, 369]. Отметим здесь еще работы В. И. Гераси­
мова [67], в которой предлагается алгоритм оптимального 
распределения времени работы ЭВМ между несколькими 
пользователями при постоянном времени обслуживания, и 
Г. П. Климова [106] (ем. § 3.3), которая позволяет иссле­
довать широкий круг вопросов организации работы ВС в 
режиме разделения времени-

Вопросы диспетчеризации обработки информации и реше­
ния задач при работе ВС в режиме «запрос—ответ» при на­
личии в ВС «пакетов» программ, характерном для работы 
АСУ [154], достаточно адекватно описываются приоритет­
ными СМО, и многие вопросы организации работы таких 
•систем могут быть-решены, в рамках оптимизации назначе­
ния приоритетов. Так, при решении вопросов диспетчериза­
ции прохождения программ через ВС в монографиях [123, 
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154] и других работах по организации работы ВС исполь­
зуется большинство результатов об оптимальном назначении 
приоритетов в классе относительных [49, 50], абсолютных 
[49, 50], динамических [54, 59, 106, 170], чередующихся 
[91, 92, 152] приоритетов. 

Решение задачи на ЭВМ обычно включает в себя не­
сколько этапов (ввод, формирование и трансляция програм­
мы, собственно вычисления, обращение к стандартным про­
граммам, обращение к внешней памяти, вывод и т. п.). По­
этому различные вопросы, организации работы ВС, в том 
числе вопросы организации параллельного прохождения 
программ при работе в мультипрограммном режиме могут 
быть исследованы с использованием приоритетных систем 
многоэтапного обслуживания, систем с зонами недоступности 
для прерывания и т. п. И если некоторые вопросы, связан­
ные с оптимизацией, приоритетов, например, в системах с 
многоэтапным обслуживанием [42, 43] или с зонами недо­
ступности [47, 48], еще не нашли достаточного применения 
при решении вопросов диспетчеризации прохождения про­
грамм в ВС, то нет сомнения в том, что в недалеком буду­
щем и они будут взяты на вооружение специалистами по 
вычислительной технике и математическому обеспечению 
ЭВМ. 

Отметим, что модели УСМО с приоритетами успешно 
используются также при организации диспетчеризации вы­
полнения программ в АСУ при не замкнутом контуре управ­
ления, когда ЭВМ выступает в роли советчика диспетчеру. 

5.2. Задачи организации обработки информации. Очень 
близкие к организации, работы ВС вопросы возникают при 
организации первичной обработки информации. Например, 
задачи многих АСУ фактически сводятся к сбору и первич­
ной обработке данных по-заранее разработанным относи­
тельно простым алгоритмам. В силу важности и специфики 
соответствующий круг вопросов возлагается обычно на от­
дельные подсистемы, которые .получили название автомати­
зированных систем обработки данных (АСОД). При нали­
чии интенсивных потоков информации, имеющей различную 
ценность или обладающей различными по важности призна­
ками, задача организации ее обработки может оказаться 
весьма сложной. Однако, если нет необходимости учитывать 
технологические ограничения на порядок обработки инфор­
мации, то многие вопросы организации ее обработки могут 
быть решены в рамках приоритетных CMO, рассмотренных в 
предыдущих разделах. 

Укажем еще на цикл работ [112—114, 146—150], в ко­
торых для исследования вопросов организации работы АСОД 
вводится понятие 6-приоритетов, близкое к понятию перемен­
ных приоритетов (см. § 3.4), развивается аппарат исследова-
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ни я систем с В-приоритетами и решаются различные при­
кладные задачи. 

В'несколько ином плане ставятся задачи автоматизации 
обработки информации при создании больших информацион­
ных массивов с целью долговременного хранения и оператив­
ного выбора из памяти .соответствующей информации. ОСНОВ­
НЫМ вопросом здесь является классификация информации по 
некоторым признакам, запись ее в соответствующем месте 
памяти и поиск соответствующей информации по указанным 
признакам.-

В математическом плане эти задачи сводятся к различ­
ным вариантам задачи фильтрации входящего потока с 
целью определения требований, содержащих полезные при­
знаки, которые рассматривались в § 2.3 гл. П. Кроме рас­
смотренных там работ, укажем еще на [11, 132, 201], в ко­
торых рассматриваются различные прикладные аспекты ука­
занных задач. 

5.3. Задачи управления транспортными потоками. В § 4.4 
гл. I рассматривались задачи управления транспортными 
потоками, описываемые моделями УСМО. Частные модели 
систем с приоритетами также находят широкое применение 
при исследовании задач управления транспортными потока­
ми. В первую очередь это относится к системам с ориента­
цией и чередованием приоритетов [91, 92, 152, 263—265,267], 
которые используются в качестве моделей движения транс­
порта, соответственно на регулируемых или нерегулируемых' 
перекрестках. 
' Например, в [335] применительно к задачам исследова­

ния задержек транспорта на перекрестке проводится срав­
нение качества работы систем с чередующимися приоритета­
ми и системы, управляемой автоматом с фиксированным 
ритмом (см. § 4.4 гл. I). 

Для изучения процессов обгона можно использовать мо­
дели многоэтапного приоритетного обслуживания, в которых 
встречный- поток обладает абсолютным приоритетом по Отно­
шению к потоку обгоняющих машин на первой фазе и не 
имеет приоритета, если требование неприоритетного потока 
(обгоняющая, машина) находится .на .втором этапе обслужи­
вания (на второй стадии обгона). . . 
. 5.4. Задачи теории надежности и коммутации. Известно, 

какое большое значение имеют-модели СМО с приоритетами 
при расчете, надежности систем. Здесь поток отказов рас­
сматривается как поток, имеющий высший абсолютный прио­
ритет, Во многом возникновение таких моделей как раз 
обязано задачам теории надежности. ...... 

В теории надежности возникают также задачи, близкие 
к задачам-оптимизации приоритетов, например, упоминав-. 
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.шаяся уже задача об оптимальном включении в работу ре­
зервных приборов [295]. 

Отметим также задачи, рассмотренные в [31, 33, 34, 220— 
.223], которые могут быть использованы в качестве простей­
ших моделей оптимальной коммутации в системах связи. 

5.5. Задачи организации работы предприятий сферы об­
служивания. Отметим, наконец, еще одно важное направле­
ние применения УСМО — организацию работы предприятий 
сферы обслуживания. 

Рассмотренная в работе [145] модель CMO с двумя раз­
личными обслуживающими приборами (см. § 4.1) использо­
валась для определения наилучших режимов работы пове­
рочных лабораторий. 

Модель госпитализации рассмотрена в [293]. 
В [329] исследовалась задача оптимальной организации 

.отправки почты между двумя почтовыми станциями. 
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