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Àííîòàöèÿ�Äëÿ ñèñòåìû Mθ/G/1/m ïðèìåíÿþòñÿ äâà ðåæèìà îáñëóæèâàíèÿ (îñíîâíîé
è ïîñëåïîðîãîâûé) ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ F (x) è F̃ (x) ñî-
îòâåòñòâåííî. Ïîñëåïîðîãîâûé ðåæèì íà÷èíàåò ôóíêöèîíèðîâàòü, åñëè â ìîìåíò t íà÷à-
ëà îáñëóæèâàíèÿ î÷åðåäíîé çàÿâêè ÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå ξ(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
ξ(t) > h2. Âîçâðàùåíèå ê îñíîâíîìó ðåæèìó îñóùåñòâëÿåòñÿ â ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâà-
íèÿ òîé çàÿâêè, äëÿ êîòîðîé ξ(t) ≤ h1, ãäå h1 ≤ h2. Íàéäåíû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà äëÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çàÿâîê â ñèñòåìå íà ïåðèîäå çàíÿòîñòè è äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
ïåðèîäà çàíÿòîñòè, îïðåäåëåíà ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïåðèîäà çàíÿòîñòè, ïîëó÷åíû
ôîðìóëû äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çàÿâîê â ñèñòåìå è ñòàöèîíàðíûõ õàðàê-
òåðèñòèê. Ðàññìîòðåí ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà ñèñòåìû ñ çàäàííûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðîâåðåíû ñ ïîìîùüþ èìèòàöèîííîé ìîäåëè,
ïîñòðîåííîé ñ ïðèâëå÷åíèåì èíñòðóìåíòàëüíûõ ñðåäñòâ GPSS World.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ
Ìîäåëè ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, â êîòîðûõ ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ðàçíàÿ èíòåíñèâ-

íîñòü îáñëóæèâàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò äëèíû î÷åðåäè, à çàÿâêè ïðèáûâàþò ãðóïïàìè, ÷àñòî
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ïðîöåññîâ [1�7].

Äâóõïîðîãîâàÿ ãèñòåðåçèñíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè îáñëóæèâàíèÿ (ïî-
ðîãè h1 ≤ h2, äâå èíòåíñèâíîñòè îáñëóæèâàíèÿ, ïåðåêëþ÷åíèå ðåæèìîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ, êîãäà
÷èñëî çàÿâîê ïðåâûøàåò h2 è ìåíüøå, ÷åì h1) âïåðâûå ïðåäëîæåíà â ñòàòüå [8], ãäå äëÿ ñèñ-
òåìû M/G/1 íàéäåíî âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
äëèíû î÷åðåäè, êîòîðîå ñîäåðæèò äâà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðà. Äëÿ îòûñêàíèÿ ýòèõ ïàðàìåò-
ðîâ ïðèìåíÿåòñÿ ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì. Òàêàÿ æå ñòðàòåãèÿ ðàññìîòðåíà â [9, 10] äëÿ ñèñòå-
ìû Mθ/G/1. Â ðàáîòå [9] äâà ðåæèìà ðàáîòû ñèñòåìû îòëè÷àþòñÿ îäèí îò äðóãîãî íå òîëüêî
èíòåíñèâíîñòÿìè îáñëóæèâàíèÿ, à è èíòåíñèâíîñòÿìè âõîäíîãî ïîòîêà. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
âëîæåííûõ öåïåé Ìàðêîâà íàéäåíî âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ñòàöèîíàðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çàÿâîê â ìîìåíòû çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ è ÿâíàÿ çàâèñèìîñòü êðè-
òåðèÿ êà÷åñòâà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû îò ïàðàìåòðîâ h1 è h2. Â ñòàòüå [10] ñ ïîìîùüþ
ìàðêîâñêîé òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé îïðåäåë¼í êëàññ ïðàâèë ïåðåêëþ÷åíèÿ ðåæèìîâ îáñëó-
æèâàíèÿ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ìèíèìèçèðîâàòü ñòàöèîíàðíîå ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå.

Â îòëè÷èå îò ñòàòåé [8�10], â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èçó÷èì äâóõïîðîãîâóþ ãèñòåðåçèñíóþ
ñòðàòåãèþ ïåðåêëþ÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè îáñëóæèâàíèÿ äëÿ ñèñòåìû ñ îãðàíè÷åííûì áóôå-
ðîì Mθ/G/1/m è ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîòåíöèàëà Â.Ñ.Êîðîëþêà [11] âïåðâûå ïîëó÷èì äëÿ
ýòîé ñèñòåìû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà îò ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çàÿâîê íà ïåðèîäå çàíÿòîñòè,
îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðèîäà çàíÿòîñòè, îïðåäåëèì ñðåäíþþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïå-
ðèîäà çàíÿòîñòè è âûâåäåì óäîáíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
÷èñëà çàÿâîê (ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîèçâîëüíîìó ìîìåíòó âðåìåíè, à íå ìîìåíòàì çàâåðøåíèÿ
îáñëóæèâàíèÿ).
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Â íåäàâíèõ ðàáîòàõ [12�14] ìåòîä ïîòåíöèàëà ïðèìåíÿëñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì òè-
ïà Mθ/G/1/m ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè ðåæèìîâ îáñëóæèâàíèÿ è ïîðîãîâîé áëîêèðîâêîé âõîäíîãî
ïîòîêà. Òàì æå ìîæíî íàéòè îáçîð áîëåå ðàííèõ ðàáîò, â êîòîðûõ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ïî-
òåíöèàëà.

2. ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÌÎÄÅËÈ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ Mθ/G/1/m, êîòîðóþ ôîðìàëüíî îïèøåì ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïóñòü çàäàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí {αn}, {θn}, {βn} ( n ≥ 1 ), ãäå αn � âðåìÿ ìåæäó ïîñòóïëåíèåì (n − 1)�îé
è n�îé ãðóïïû çàÿâîê, θn � ÷èñëî çàÿâîê â n�îé ãðóïïå, à βn � âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ n�îé
çàÿâêè, ïðè÷¼ì P{αn < x} = 1 − e−λx ( λ > 0 ), P{θn = i} = ai ( i ≥ 1 ),

∞∑
i=1

ai = 1. Åñëè
P{θn = 1} = a1 = 1, òî çàÿâêè â ñèñòåìó ïîñòóïàþò ïî îäíîé.

Çàÿâêè îáñëóæèâàþòñÿ ïî îäíîé, îáñëóæåííàÿ çàÿâêà ïîêèäàåò ñèñòåìó, è îáñëóæèâàþ-
ùåå óñòðîéñòâî íåìåäëåííî íà÷èíàåò îáñëóæèâàòü çàÿâêó èç î÷åðåäè ïðè å¼ íàëè÷èè èëè æå
æä¼ò ïîñòóïëåíèÿ î÷åðåäíîé ãðóïïû çàÿâîê. Ïðèìåíÿåòñÿ äèñöèïëèíà îáñëóæèâàíèÿ FIFO.
Î÷åðåäü âíóòðè îäíîé ãðóïïû çàÿâîê ìîæåò áûòü îðãàíèçîâàíà ïðîèçâîëüíî, ïîñêîëüêó èçó-
÷àåìûå íàìè õàðàêòåðèñòèêè íå çàâèñÿò îò ñïîñîáà å¼ îðãàíèçàöèè.

Ïóñòü m � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî çàÿâîê, êîòîðûå îäíîâðåìåííî ìîãóò íàõîäèòüñÿ â î÷åðåäè.
Èòàê, åñëè â ñèñòåìó, â êîòîðîé óæå íàõîäèòñÿ k ∈ [0, m + 1] çàÿâîê, ïîñòóïàåò ãðóïïà èç θn

çàÿâîê, òî òîëüêî min{θn, m+1−k} èç íèõ ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê î÷åðåäè, à îñòàëüíûå òåðÿþòñÿ.
Â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà çàÿâîê â ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ î÷åðåäíîé çàÿâêè â ñèñòåìå

ïðèìåíÿåòñÿ îäèí èç äâóõ ðåæèìîâ îáñëóæèâàíèÿ (îñíîâíîé èëè ïîñëåïîðîãîâûé) ñ ôóíêöè-
ÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ F (x) è F̃ (x) ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ(t)
÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå â ìîìåíò âðåìåíè t è ðàññìîòðèì äâà ïîðîãà: h1 ≤ h2. Åñëè t � ìîìåíò
íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ î÷åðåäíîé çàÿâêè è ξ(t) > h2 ( 1 ≤ h2 ≤ m − 1 ), òî P{βn < x} = F̃ (x)
( x ≥ 0 ), F̃ (0) = 0, òî åñòü ïðèìåíÿåòñÿ ïîñëåïîðîãîâûé ðåæèì îáñëóæèâàíèÿ. Âîçâðàùåíèå
ê îñíîâíîìó ðåæèìó îñóùåñòâëÿåòñÿ â ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ î÷åðåäíîé çàÿâêè, äëÿ
êîòîðîé ξ(t) ≤ h1 ( 1 ≤ h1 ≤ m − 1 ). Äëÿ îñíîâíîãî ðåæèìà P{βn < x} = F (x) ( x ≥ 0 ),
F (0) = 0. Èòàê, åñëè â ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè ξ(t) ≤ h1, òî ïðèìåíÿåòñÿ îñ-
íîâíîé ðåæèì, åñëè ξ(t) > h2 � ïîñëåïîðîãîâûé, à åñëè h1 < ξ(t) ≤ h2, òî äëÿ î÷åðåäíîé
çàÿâêè ñîõðàíÿåòñÿ ðåæèì îáñëóæèâàíèÿ ïðåäûäóùåé çàÿâêè. Îáîçíà÷èì îïèñàííóþ ñèñòåìó
îáñëóæèâàíèÿ ÷åðåç Mθ/G(h1, h2), G̃(h1,h2)/1/m.

3. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß È ÂÑÏÎÌÎÃÀÒÅËÜÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç PF,n (P
F̃ ,n

) óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè â ñèñòåìå íàõîäèòñÿ n ≥ 0 (n ≥ h1 + 1) çàÿâîê è íà÷èíàåòñÿ îáñëóæèâàíèå çàÿâêè,
âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ êîòîðîé ðàñïðåäåëåíî ïî çàêîíó F (x)

(
F̃ (x)

)
, è ÷åðåç M (P) óñëîâíîå ìà-

òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü) ïðè óñëîâèè, ÷òî ñèñòåìà íà÷èíàåò ðàáîòàòü,
êîãäà ïðèáûâàåò ïåðâàÿ ãðóïïà çàÿâîê. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: η(x) �
÷èñëî çàÿâîê, ïîñòóïèâøèõ â ñèñòåìó íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0; x); ak∗

i � k�êðàòíàÿ ñâ¼ðòêà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ai; ρk(m) = lim

t→∞P{ ξ(t) = k } � ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà çàÿâîê
â ñèñòåìå; a(s, z) = s + λ

(
1− α(z)

)
. Ïóñòü

f(s) =

∞∫

0

e−sxdF (x), M =

∞∫

0

xdF (x) < ∞, F (x) = 1− F (x);
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b1 =
∞∑

k=1

kak < ∞; α(z) =
∞∑

k=1

zkak; an =
∞∑

k=n

ak,

pn(s) =
∞∑

k=n

pk(s), qn(s) =
∞∑

k=n

qk(s),
0∑

k=1

ck = 0.

Äëÿ Re s ≥ 0 îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè pi(s) (i = −1, 0, 1, . . .) è qi(s) (i = 0, 1, . . .) ñ
ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

∞∑

i=−1

zipi(s) =
f(a(s, z))

zf(s)
,

∞∑

i=0

ziqi(s) =
1− f(a(s, z))

a(s, z)
, (1)

òî åñòü

pi(s) =
1

f(s)

∞∫

0

e−sx P{η(x) = i + 1} dF (x) =
1

f(s)

i+1∑

k=0

ak∗
i+1

∞∫

0

e−(λ+s)x (λx)k

k!
dF (x);

qi(s) =

∞∫

0

e−sx P{η(x) = i }F (x) dx =
i∑

k=0

ak∗
i

∞∫

0

e−(λ+s)x (λx)k

k!
F (x) dx.

(2)

Ôóíêöèè Rk(s) (k = 1, 2, 3, . . .) îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà
∞∑

k=1

zkRk(s) =
z

f
(
a(s, z)

)− z
, |z| < ν−(s), (3)

ãäå ν−(s) � åäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ f
(
a(s, z)

)
= z íà ïðîìåæóòêå [0; 1].

Ïîñêîëüêó
∞∑

i=−1
pi(s) = 1, òî pi(s) (i ≥ −1) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðàñïðåäåëåíèå

ñêà÷êîâ íåêîòîðîãî íåïðåðûâíîãî ñíèçó ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, êîòîðîå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà
s ≥ 0 è ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) îñíîâíîãî ðåæèìà îáñëóæèâàíèÿ.

Ïóñòü ρ = λMb1, ν− = lim
s→+0, ρ>1

ν−(s);

pi = lim
s→+0

pi(s), Ri = lim
s→+0

Ri(s), qi = lim
s→+0

qi(s). (4)

Òîãäà èç ðàâåíñòâ (1)�(3) ïîëó÷èì:
∞∑

i=−1

zipi =
f
(
λ(1− α(z))

)

z
; pi =

i+1∑

k=0

ak∗
i+1

∞∫

0

e−λx (λx)k

k!
dF (x);

∞∑

k=1

zkRk =
z

f
(
λ(1− α(z))

)− z
, |z| < min{1, ν−} ;

∞∑

i=0

ziqi =
1− f

(
λ(1− α(z))

)

λ(1− α(z))
, qi =

i∑

k=0

ak∗
i

∞∫

0

e−λx (λx)k

k!
F (x) dx,

∞∑

k=0

qk = M.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ôóíêöèè è ïîñòîÿííûå, îïèñûâàþùèå íåïðåðûâíîå ñíèçó ñëó÷àé-
íîå áëóæäàíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèþ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ F̃ (x) ïîñëåïîðîãîâîãî
ðåæèìà. Èõ áóäåì ïîìå÷àòü ñèìâîëîì "âîëíà", íàïðèìåð,

f̃(s) =

∞∫

0

e−sxdF̃ (x), M̃ =

∞∫

0

xdF̃ (x) < ∞, F̃ (x) = 1− F̃ (x);
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p̃i(s) =
1

f̃(s)

i+1∑

k=0

ak∗
i+1

∞∫

0

e−(λ+s)x (λx)k

k!
dF̃ (x);

q̃i =
i∑

k=0

ak∗
i

∞∫

0

e−λx (λx)k

k!
F̃ (x) dx;

∞∑

k=0

q̃k = M̃

è òàê äàëåå.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé Φn(s, k) (n = 0,m)

Φn(s, k)− f(s)
m−n−1∑

i=−1

pi(s)Φn+i(s, k) = f(s)Ln(s)Φm(s, k) + Mn(s, k) (n = 1,m ), (5)

ãäå Mn(s, k), Ln(s) � çàäàííûå ôóíêöèè. Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 2 ðàáîòû [15] ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (5) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

Φn(s, k) = Dn(s)Φm(s, k)−
m−n∑

i=1

Ri(s)Mn+i(s, k), 1 ≤ n ≤ m, (6)

ãäå

Dn(s) = Rm−n(s)− f(s)
m−n∑

i=1

Ri(s)Ln+i(s), n ≥ 0.

Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ (6) îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èíû Φm(s, k), äëÿ îòûñêàíèÿ
êîòîðîé ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðè n = 0.

4. ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ×ÈÑËÀ ÇÀßÂÎÊ Â ÑÈÑÒÅÌÅ ÍÀ ÏÅÐÈÎÄÅ ÇÀÍßÒÎÑÒÈ
Ïóñòü τ(m) = inf{ t ≥ 0 : ξ(t) = 0 } îáîçíà÷àåò ïåðâûé ïåðèîä çàíÿòîñòè äëÿ ñèñòåìû

Mθ/G(h1, h2), G̃(h1, h2)/1/m è

ϕF,n(t, k) = PF,n{ ξ(t) = k, τ(m) > t } ( 1 ≤ n, k ≤ m + 1 );
ϕ

F̃ ,n
(t, k) = P

F̃ ,n
{ ξ(t) = k, τ(m) > t } (h1 + 1 ≤ n ≤ m + 1; 1 ≤ k ≤ m + 1 );

ϕn(t, k) =

{
ϕF,n(t, k), n = 1, h2 ;
ϕ

F̃ ,n
(t, k), n = h2 + 1, m + 1 ;

Φn(s, k) =

∞∫

0

e−stϕn(t, k) dt, Φ̃n(s, k) =

∞∫

0

e−stϕ
F̃ ,n

(t, k) dt, Re s > 0.

(7)

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ ôóíêöèé ϕn(t, k) è ϕ
F̃ ,n

(t, k) ïîëó÷èì ðà-
âåíñòâà

ϕn(t, k) =
m−n∑

j=0

t∫

0

P{η(x) = j }ϕn+j−1(t− x, k) dF (x)

+

t∫

0

P{η(x) ≥ m + 1− n }ϕm(t− x, k) dF (x) +
(
P{η(t) = k − n }

+ I{k = m + 1}P{η(t) ≥ m + 2− n })F (t) (1 ≤ n ≤ h2);

(8)
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ϕ
F̃ ,n

(t, k) =
m−n∑

j=0

t∫

0

P{η(x) = j }ϕ
F̃ ,n+j−1

(t− x, k) dF̃ (x)

+

t∫

0

P{η(x) ≥ m + 1− n }ϕ
F̃ ,m

(t− x, k) dF̃ (x) +
(
P{η(t) = k − n }

+ I{k = m + 1}P{η(t) ≥ m + 2− n })F̃ (t) (h1 + 1 ≤ n ≤ m).

(9)

Çäåñü I{A} ðàâíî 1 ëèáî 0, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñîñòîÿëîñü ñîáûòèå A èëè íåò. Äîîïðåäåëèì
óðàâíåíèÿ (8) è (9) î÷åâèäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ϕ0(t, k) = 0, ϕ
F̃ ,h1

(t, k) = ϕh1(t, k). (10)

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

Ãn(s) = 1 +
(
1− f̃(s)

) m−n∑

i=1

R̃i(s); Cn(s) = Rh2−n(s)− f(s)
h2−n∑

i=1

Ri(s)ph2−n−i(s);

D̃n(s) = −f(s)
h2−n∑

i=1

Ri(s)
( m−1∑

j=h2+1

pj−n−i(s)Ãj(s) + pm−n−i(s)
)

;

Dn(s, k) =
h2−n∑

i=1

Ri(s)fn+i(s, k)− f(s)
h2−n∑

u=1

Ru(s)
m−1∑

j=h2+1

pj−n−i(s)
m−j∑

i=1

R̃i(s)f̃j+i(s, k);

fn(s, k) = qk−n(s) + I{k = m + 1}qm+2−n(s); f̃n(s, k) = q̃k−n(s) + I{k = m + 1}q̃m+2−n(s).

Ïåðåéä¼ì â (8)�(10) ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëàïëàñà. Ó÷èòûâàÿ îáîçíà÷åíèÿ (7), ñîîòíîøåíèÿ
(2) è àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà äëÿ p̃i(s) è q̃i(s), ïîëó÷èì äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèé Φn(s, k) è Φ̃n(s, k)

Φn(s, k) = f(s)
m−n∑

j=0

pj−1(s)Φn+j−1(s, k)

+ f(s)pm−n(s)Φm(s, k) + fn(s, k) (1 ≤ n ≤ h2),

(11)

Φ̃n(s, k) = f̃(s)
m−n∑

j=0

p̃j−1(s)Φ̃n+j−1(s, k)

+ f̃(s)p̃m−n(s)Φ̃m(s, k) + f̃n(s, k) (h1 + 1 ≤ n ≤ m)

(12)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

Φ0(s, k) = 0, Φ̃h1(s, k) = Φh1(s, k). (13)

Èñïîëüçóÿ ëåììó 1 è ðàâåíñòâî

f̃(s)
n∑

j=1

R̃j(s)p̃n−j(s) = R̃n(s)− (
1− f̃(s)

) n∑

j=1

R̃j(s)− 1 (n ≥ 1),
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êîòîðîå âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ôóíêöèé R̃i(s), àíàëîãè÷íîãî ðàâåíñòâó (3), ïîëó÷èì
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (12)

Φ̃n(s, k) = Ãn(s)Φ̃m(s, k)−
m−n∑

i=1

R̃i(s)f̃n+i(s, k) (h1 ≤ n ≤ m). (14)

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (11) çàïèøåì â âèäå

Φn(s, k)− f(s)
h2−n−1∑

j=−1

pj(s)Φn+j(s, k) = f(s)
m−n−1∑

j=h2−n

pj(s)Φn+j(s, k)

+ f(s)pm−n(s)Φm(s, k) + fn(s, k) (1 ≤ n ≤ h2).

(15)

Ñíîâà èñïîëüçóÿ ëåììó 1, èç (15) ïîëó÷èì

Φn(s, k) = Rh2−n(s)Φh2(s, k)−
h2−n∑

i=1

Ri(s)
(

f(s)
m−1∑

j=h2

pj−n−iΦj(s, k)

+ f(s)pm−n−i(s)Φm(s, k) + fn+i(s, k)
)

(1 ≤ n ≤ h2).

(16)

Èç (7) ñëåäóåò, ÷òî Φn(s, k) = Φ̃n(s, k) äëÿ n = h2 + 1,m . Ïîýòîìó, âûðàçèâ ñ ïîìîùüþ
(14) âñå Φn(s, k) äëÿ n = h2 + 1,m− 1 è ïîäñòàâèâ èõ â (16), ïîëó÷èì

Φn(s, k) = Cn(s)Φh2(s, k) + D̃n(s)Φm(s, k)−Dn(s, k) (1 ≤ n ≤ h2 − 1). (17)

Íàì îñòàëîñü èñïîëüçîâàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (13) äëÿ îïðåäåëåíèÿ Φh2(s, k) è Φm(s, k).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

Φh2(s, k) =
1

C0(s)

(
D0(s, k)− D̃0(s)Φm(s, k)

)
;

Φm(s, k) =
Ch1(s)D0(s, k) + C0(s)

(
m−h1∑
i=1

R̃i(s)f̃h1+i(s, k)−Dh1(s, k)
)

Ch1(s)D̃0(s) + C0(s)
(
Ãh1(s)− D̃h1(s)

) .

(18)

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (14), (17) è (18), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ îòíîñèòåëüíî
ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çàÿâîê íà ïåðèîäå çàíÿòîñòè äëÿ ñèñòåìû Mθ/G(h1, h2), G̃(h1, h2)/1/m
(áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî R0(s) ≡ 1, òîãäà Ch2(s) ≡ 1, è ýòî òîæäåñòâî ïîçâîëèò íàì ñîêðàòèòü
ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû).

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ 1 ≤ k ≤ m + 1 è Re s > 0 èìåþò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ

Φn(s, k) =
1

C0(s)

(
Cn(s)D0(s, k) +

(
C0(s)D̃n(s)− Cn(s)D̃0(s)

)
Φm(s, k)

)

−Dn(s, k) (1 ≤ n ≤ h2);

Φn(s, k) = Ãn(s)Φm(s, k)−
m−n∑

i=1

R̃i(s)f̃n+i(s, k) (h2 + 1 ≤ n ≤ m);

Φ̃n(s, k) = Ãn(s)Φm(s, k)−
m−n∑

i=1

R̃i(s)f̃n+i(s, k) (h1 + 1 ≤ n ≤ h2),

(19)

ãäå Φm(s, k) îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (18).
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5. ÏÅÐÈÎÄ ÇÀÍßÒÎÑÒÈ È ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÅ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ
Åñëè ñèñòåìà íà÷èíàåò ðàáîòàòü â ìîìåíò ïðèáûòèÿ ïåðâîé ãðóïïû çàÿâîê, òî äëÿ âñåõ

1 ≤ k ≤ m + 1 ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ïîëó÷èì ðàâåíñòâà:
∞∫

0

e−st P{ ξ(t) = k, τ(m) > t } dt =
m∑

n=1

anΦn(s, k) + am+1Φm+1(s, k). (20)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

ϕm+1(t, k) =

t∫

0

ϕm(t− x, k) dF̃ (x) + I{k = m + 1}F̃ (t);

Φm+1(s, k) = f̃(s)Φm(s, k) + I{k = m + 1}1− f̃(s)
s

,

è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (19), ìîæåì ïîäðîáíî ðàñïèñàòü ïðàâóþ ÷àñòü (20)
∞∫

0

e−st P{ ξ(t) = k, τ(m) > t } dt =
D0(s, k)
C0(s)

h2∑

n=1

anCn(s)−
h2−1∑

n=1

anDn(s, k)

+
Φm(s, k)

C0(s)

(h2−1∑

n=1

an

(
C0(s)D̃n(s)− Cn(s)D̃0(s)

)
+ C0(s)

m∑

n=h2+1

anÃn(s)

− ah2D̃0(s) + C0(s)f̃(s)am+1

)
−

m−1∑

n=h2+1

an

m−n∑

i=1

R̃i(s)f̃n+i(s, k)

+ am+1I{k = m + 1}1− f̃(s)
s

.

(21)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
∞∫
0

e−st P{ τ > t } dt íåîáõîäèìî ïðîñóììèðîâàòü îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (21) ïî
k îò 1 äî m + 1.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
m+1∑

k=1

fn(s, k) =
∞∑

k=0

qk(s) =
1− f(s)

s
;

m+1∑

k=1

f̃n(s, k) =
∞∑

k=0

q̃k(s) =
1− f̃(s)

s
.

Îáîçíà÷èâ
m+1∑
k=1

Dn(s, k) ÷åðåç Dn(s), ïîëó÷èì

Dn(s) =
1− f(s)

s

h2−n∑

i=1

Ri(s)− 1− f̃(s)
s

f(s)
h2−n∑

u=1

Ru(s)
m−1∑

j=h2+1

pj−n−u(s)
m−j∑

i=1

R̃i(s).

Èòàê, èç (21) âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðèîäà çàíÿòîñòè ñèñ-
òåìû Mθ/G(h1,h2), G̃(h1, h2)/1/m ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

∞∫

0

e−st P{ τ > t } dt =
D0(s)
C0(s)

h2∑

n=1

anCn(s)−
h2−1∑

n=1

anDn(s)

+
Φm(s)
C0(s)

(h2−1∑

n=1

an

(
C0(s)D̃n(s)− Cn(s)D̃0(s)

)
+ C0(s)

m∑

n=h2+1

anÃn(s)

(22)
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−ah2D̃0(s) + C0(s)f̃(s)am+1

)
− 1− f̃(s)

s

( m−1∑

n=h2+1

an

m−n∑

i=1

R̃i(s)− am+1

)
,

ãäå

Φm(s) =
m+1∑

k=1

Φm(s, k) =
Ch1(s)D0(s) + C0(s)

(
1− f̃(s)

s

m−h1∑
i=1

R̃i(s)−Dh1(s)
)

Ch1(s)D̃0(s) + C0(s)
(
Ãh1(s)− D̃h1(s)

) .

Âûïîëíèì âû÷èñëåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïåðåõîäà â (22) ê ïðåäåëó ïðè s → +0. Áóäåì
èñïîëüçîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {pi}, {qi}, {Ri}, îïðåäåë¼ííûå â (4), è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{p̃i}, {q̃i}, {R̃i}, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè

p̃i = lim
s→+0

p̃i(s), R̃i = lim
s→+0

R̃i(s), q̃i = lim
s→+0

q̃i(s).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

f(0) = f̃(0) = 1; lim
s→+0

1− f(s)
s

= M ; lim
s→+0

1− f̃(s)
s

= M̃ ;

Ãn(0) = 1; Rk+1 =
Rk −

k−1∑
i=0

piRk−i

p−1
(k ≥ 1); Rn −

n∑

i=1

Ripn−i = 1,

ïîëó÷èì

Cn(0) = Rh2−n −
h2−n∑

i=1

Riph2−n−i = p−1Rh2+1−n;

D̃n(0) = −
h2−n∑

i=1

Riph2+1−n−i = 1−Rh2+1−n + Rh2+1−n(1− p−1) = 1− p−1Rh2+1−n;

Dn(0) = M

h2−n∑

i=1

Ri − M̃

h2−n∑

u=1

Ru

m−1∑

j=h2+1

pj−n−u

m−j∑

i=1

R̃i.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

R(h1, h2) =
1

Rh2−h1+1

(
Rh2+1 −

h2∑

n=1

anRh2+1−n

)
;

rk(h2) =
h2∑

i=1

Ripk−i −
h2−1∑

n=1

an

h2−n∑

i=1

Ripk−n−i;

rk(h1, h2) = rk(h2)−R(h1, h2)
h2−h1∑

i=1

Ripk−h1−i .

Ïîñëå ïåðåõîäà â ðàâåíñòâå (22) ê ïðåäåëó ïðè s → +0 ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ ñðåäíåé ïðî-
äîëæèòåëüíîñòè ïåðèîäà çàíÿòîñòè.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ñèñòåìû Mθ/G(h1,h2), G̃(h1, h2)/1/m ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïåðèî-
äà çàíÿòîñòè îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

M τ(m) = M T0(h1, h2) + M̃T1(m,h1, h2), (23)
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ãäå

T0(h1, h2) =
h2∑

i=1

Riah2+1−i −R(h1, h2)
h2−h1∑

i=1

Ri;

T1(m, h1, h2) = R(h1, h2)
m−h1∑

i=1

R̃i −
m−1∑

n=h2+1

rn(h1, h2)
m−n∑

i=1

R̃i −
m−1∑

n=h2+1

an

m−n∑

i=1

R̃i + am+1.

Âñëåäñòâèå îãðàíè÷åííîñòè î÷åðåäè è òîãî, ÷òî âõîäíîé ïîòîê ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì,
ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà çàÿâîê äëÿ ñèñòåìû Mθ/G(h1, h2), G̃(h1, h2)/1/m ñóùåñòâó-
åò ïðè óñëîâèè, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí θn è βn êîíå÷íû, òî åñòü
b < ∞, M < ∞, M̃ < ∞.

Ïîëîæèâ â (21) s = 0, äëÿ âñåõ 1 ≤ k ≤ m + 1 ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ
∞∫

0

P{ ξ(t) = k, τ(m) > t } dt =
h2∑

i=1

Rifi(k)−R(h1, h2)
(h2−h1∑

i=1

Rifh1+i(k)

−
m−h1∑

i=1

R̃if̃h1+i(k)
)
−

h2−1∑

n=1

an

h2−n∑

i=1

Rifn+i(k)−
m−1∑

n=h2+1

an

m−n∑

i=1

R̃if̃n+i(k)

−
m−1∑

n=h2+1

rn(h1, h2)
m−n∑

i=1

R̃if̃n+i(k) + I{k = m + 1}M̃am+1,

(24)

ãäå fn(k) = qk−n + I{k = m + 1}qm+2−n; f̃n(k) = q̃k−n + I{k = m + 1}q̃m+2−n.

Èç (24), ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 ñòàòüè [12], ïîëó÷èì ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ñèñòåìû Mθ/G(h1, h2), G̃(h1, h2)/1/m ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà
çàÿâîê îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

ρ0(m) =
1

1 + λM τ(m)
;

ρk(m) = λρ0(m)
( k∑

i=1

Riqk−i −
k−1∑

n=1

an

k−n∑

i=1

Riqk−n−i

)
( k = 1, h1 );

ρk(m) = λρ0(m)
( k∑

i=1

Riqk−i −R(h1, h2)
(k−h1∑

i=1

Riqk−h1−i

−
k−h1∑

i=1

R̃iq̃k−h1−i

)
−

k−1∑

n=1

an

k−n∑

i=1

Riqk−n−i

)
( k = h1 + 1, h2 );

ρk(m) = λρ0(m)
( h2∑

i=1

Riqk−i −R(h1, h2)
(h2−h1∑

i=1

Riqk−h1−i

−
k−h1∑

i=1

R̃iq̃k−h1−i

)
−

h2−1∑

n=1

an

h2−n∑

i=1

Riqk−n−i −
k−1∑

n=h2+1

an

k−n∑

i=1

R̃iq̃k−n−i

−
k−1∑

n=h2+1

rn(h1, h2)
k−n∑

i=1

R̃iq̃k−n−i

)
( k = h2 + 1, m );

(25)
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ρm+1(m) = λρ0(m)
( h2∑

i=1

Riqm+1−i −R(h1, h2)
(h2−h1∑

i=1

Riqm+1−h1−i

−
m−h1∑

i=1

R̃iq̃m+1−h1−i

)
−

h2−1∑

n=1

an

h2−n∑

i=1

Riqm+1−n−i −
m−1∑

n=h2+1

an

m−n∑

i=1

R̃iq̃m+1−n−i

−
m−1∑

n=h2+1

rn(h1, h2)
m−n∑

i=1

R̃iq̃m+1−n−i) + M̃am+1

)
.

6. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ
Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ýðãîäè÷íîñòè ïðîöåññà ξ(t), ôîðìóëó äëÿ ñòàöèîíàðíîé âåðîÿòíîñòè

îáñëóæèâàíèÿ Psv(m) äëÿ ñèñòåìû Mθ/G(h1, h2), G̃(h1,h2)/1/m ìîæíî ïîëó÷èòü êàê îòíîøå-
íèå ñðåäíåãî ÷èñëà îáñëóæåííûõ çàÿâîê çà åäèíèöó âðåìåíè

(
1−ρ0(m)

)
/M ê ñðåäíåìó ÷èñëó

âñåõ ïðèáûâøèõ çà åäèíèöó âðåìåíè, ðàâíîìó λb1. Çäåñü M � ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ
îäíîé çàÿâêè, îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëå

1
M

=
M τ0(m)

MM τ(m)
+

M τ̃(m)

M̃M τ(m)
,

ãäå M τ0(m) è M τ̃(m) � ñðåäíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè ÷àñòåé ïåðèîäà çàíÿòîñòè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ îñíîâíîìó è ïîñëåïîðîãîâîìó ðåæèìàì îáñëóæèâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ
ôîðìóëó äëÿ âåðîÿòíîñòè îáñëóæèâàíèÿ

Psv(m) =
T0(h1, h2) + T1(m,h1, h2)

b1

(
1 + λM τ(m)

) . (26)

Ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè î÷åðåäè � ñðåäíþþ äëèíó î÷åðåäè MQ(m) è ñðåäíåå âðåìÿ
îæèäàíèÿ Mw(m) � íàéä¼ì ïî ôîðìóëàì

MQ(m) =
m∑

k=1

kρk+1(m); Mw(m) =
MQ(m)

λb1Psv(m)
. (27)

7. ÏÐÈÌÅÐÛ. ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÑÈÍÒÅÇÀ
Èç ðàâåíñòâ (2)�(4) ñëåäóþò ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

R1 =
1

p−1
, Rk+1 =

Rk −
k−1∑
i=0

piRk−i

p−1
( k ≥ 1 );

q0 =
1− f(λ)

λ
, qk =

k∑

i=1

aiqk−i − pk−1

λ
( k ≥ 1 ).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè q̃k (k ≥ 0), R̃k (k ≥ 1).
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè pk è p̃k (k ≥ −1) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà çàÿâêè ìîãóò ïðèáûâàòü

òîëüêî ïî îäíîé èëè ïî äâå (a1+a2 = 1), âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ îñíîâíîãî ðåæèìà ðàñïðåäåëåíî
ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [a, b], à âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ ïîñëåïîðîãîâîãî ðåæèìà ðàñïðåäåëåíî ïî
çàêîíó Ýðëàíãà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïàðàìåòðîì µ̃. Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ
ðàâíû M = (a + b)/2 è M̃ = 2/µ̃ ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ

Sn(a, b) =
1

λ(b− a)

n∑

k=0

(
(aλ)k

k!
e−aλ − (bλ)k

k!
e−bλ

)
(n ≥ 0),
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ïî ôîðìóëàì (2), (4) ïîëó÷èì

p−1 = S0(a, b), p0 = a1S1(a, b), p1 = a2
1S2(a, b) + a2S1(a, b);

p2 = a3
1S3(a, b) + 2a1a2S2(a, b), p3 = a4

1S4(a, b) + 3a2
1a2S3(a, b) + a2

2S2(a, b);

p4 = a5
1S5(a, b) + 4a3

1a2S4(a, b) + 3a1a
2
2S3(a, b);

p5 = a6
1S6(a, b) + 5a4

1a2S5(a, b) + 6a2
1a

2
2S4(a, b) + a3

2S3(a, b);

p6 = a7
1S7(a, b) + 6a5

1a2S6(a, b) + 10a3
1a

2
2S5(a, b) + 4a1a

3
2S4(a, b);

p7 = a8
1S8(a, b) + 7a6

1a2S7(a, b) + 15a4
1a

2
2S6(a, b) + 10a2

1a
3
2S5(a, b) + a4

2S4(a, b);

p̃−1 =
µ̃2

(λ + µ̃)2
; p̃0 =

2a1µ̃
2λ

(λ + µ̃)3
; p̃1 =

3a2
1µ̃

2λ2

(λ + µ̃)4
+

2a2µ̃
2λ

(λ + µ̃)3
;

p̃2 =
4a3

1µ̃
2λ3

(λ + µ̃)5
+

6a1a2µ̃
2λ2

(λ + µ̃)4
; p̃3 =

5a4
1µ̃

2λ4

(λ + µ̃)6
+

12a2
1a2µ̃

2λ3

(λ + µ̃)5
+

3a2
2µ̃

2λ2

(λ + µ̃)4
;

p̃4 =
6a5

1µ̃
2λ5

(λ + µ̃)7
+

20a3
1a2µ̃

2λ4

(λ + µ̃)6
+

12a1a
2
2µ̃

2λ3

(λ + µ̃)5
.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñî ñëåäóþùèìè ÷èñëîâûìè äàííûìè: a1 = 0, 75; a2 = 0, 25; m = 6;
λ = 1; a = 1/3; b = 1; µ̃ = 6. Òîãäà M = 2/3; M̃ = 1/3; b1 = 1, 25, è, íàïðèìåð, äëÿ çíà÷åíèé
ïîðîãîâ h1 = 3, h2 = 5 ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïåðèîäà çàíÿòîñòè M τ(m), íàéäåííàÿ
ïî ôîðìóëå (23), ñîñòàâëÿåò 3,3878. Â ñòðîêå "ρk(m)" òàáë. 1 çàïèñàíû ñòàöèîíàðíûå âåðîÿò-
íîñòè ρk(m), âû÷èñëåííûå ïî ôîðìóëàì (25). Â íèæíåé ñòðîêå ýòîé òàáëèöû äëÿ ñðàâíåíèÿ
ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðîÿòíîñòåé, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû èìèòà-
öèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ GPSS World [17, 18] äëÿ çíà÷åíèÿ âðåìåíè t = 106. Â òàáë. 2 äàíî
ñðàâíåíèå ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê, âû÷èñëåííûõ ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïî
ôîðìóëàì (26), (27), è ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ GPSS World [17, 18] äëÿ t = 106.

Òàáëèöà 1. Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà çàÿâîê (h1 = 3, h2 = 5)

×èñëî çàÿâîê (k) 0 1 2 3 4 5 6 7
ρk(m) 0,2279 0,2079 0,1916 0,1542 0,1070 0,0663 0,0320 0,0131

ρk(m) (GPSS World) 0,2280 0,2080 0,1918 0,1532 0,1076 0,0664 0,0320 0,0130

Òàáëèöà 2. Ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè (h1 = 3, h2 = 5)

Õàðàêòåðèñòèêà Psv(m) MQ(m) Mw(m)

Àíàëèòè÷åñêîå çíà÷åíèå 0,9805 1,3249 1,0811
Çíà÷åíèå ñîãëàñíî GPSS World 0,9810 1,3250 1,0820

Â òàáë. 3 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïîðî-
ãîâ h1, h2. Ñëó÷àé, êîãäà h1 = h2 = 6, ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå Mθ/G/1/m ñî âðåìåíåì îáñëó-
æèâàíèÿ, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûì íà îòðåçêå [1/3; 1] (ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x)).

Àíàëèçèðóÿ äàíûå òàáë. 3, âèäèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè h1 ñ âîçðàñòàíèåì h2

ìîíîòîííî âîçðàñòàþò ñðåäíåå çíà÷åíèå ïåðèîäà çàíÿòîñòè M τ(m), ñðåäíÿÿ äëèíà î÷åðåäè
MQ(m) è ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ Mw(m) è ìîíîòîííî óáûâàåò âåðîÿòíîñòü ïðîñòîÿ ñèñòå-
ìû ρ0(m). Èõ äàííûõ òàáë. 3 ñëåäóåò, ÷òî ïðèìåíÿÿ ãèñòåðåçèñíóþ äâóõïîðîãîâóþ ñòðàòåãèþ
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è óâåëè÷èâàÿ â 2 ðàçà èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ, ìîæíî (äëÿ äàííûõ ðàññìîòðåííîãî ïðè-
ìåðà) ïî÷òè â 3 ðàçà óìåíüøèòü ñðåäíþþ äëèíó î÷åðåäè è â 3 ðàçà � ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ.
Ñðåäíåå ÷èñëî îáñëóæåííûõ çàÿâîê çà åäèíèöó âðåìåíè âîçðàñòàåò ïðè ýòîì â 1,04 ðàçà.

Ïîëüçóÿñü äàííûìè òàáë. 3, ìîæíî íàéòè ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà ñèñòåìû
îáñëóæèâàíèÿ ñ çàäàííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà
òàê: äëÿ äàííûõ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà íàéòè òàêèå íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ ïîðîãîâ h1 è
h2 (ñ íàèáîëüøåé ñóììîé h1 + h2), ïðè êîòîðûõ õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì: ρ0(m) ≤ ρ̃0; λb1Psv(m) ≥ S0; Mw(m) ≤ w0, ãäå ρ̃0, S0, w0 � çàäàííûå ÷èñëà.
Ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è h1 opt, h2 opt, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ òàáë. 3 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ρ̃0,
S0 è w0, ïðèâåäåíû â òàáë. 4.

Òàáëèöà 3. Ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé h1 è h2

h1 h2 M τ(m) ρ0(m) λb1Psv(m) MQ(m) Mw(m)

1 1 1,7985 0,3573 1,2447 0,5752 0,4641
1 2 2,1955 0,3129 1,2428 0,7388 0,5945
1 3 2,4960 0,2860 1,2403 0,8854 0,7138
1 4 2,7870 0,2641 1,2359 1,0461 0,8464
1 5 3,0486 0,2470 1,2288 1,2026 0,9787
2 2 2,5434 0,2822 1,2415 0,8520 0,6863
2 3 2,7623 0,2658 1,2393 0,9674 0,7806
2 4 3,0010 0,2499 1,2349 1,1099 0,8988
2 5 3,2227 0,2368 1,2277 1,2535 1,0211
3 3 3,0367 0,2477 1,2368 1,0942 0,8847
3 4 3,2082 0,2376 1,2328 1,2018 0,9748
3 5 3,3878 0,2279 1,2256 1,3249 1,0811
4 4 3,4182 0,2263 1,2283 1,3220 1,0763
4 5 3,5449 0,2200 1,2219 1,4126 1,1561
5 5 3,6989 0,2128 1,2144 1,5161 1,2484
6 6 3,8897 0,2045 1,1932 1,6649 1,3953

Òàáëèöà 4. Ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âûáîðà ïîðîãîâ h1 è h2 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ρ̃0, S0 è w0

ρ̃0 S0 w0 h1 opt h2 opt
0,22 1,22 1,16 4 5
0,23 1,23 0,98 3 4
0,25 1,23 0,89 3 3
0,26 1,23 0,79 2 3
0,29 1,24 0,69 2 2
0,32 1,24 0,60 1 2
0,36 1,24 0,47 1 1

8. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äàííûå, ïðèâåä¼ííûå â òàáëèöàõ 3 è 4, ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðèìåíåíèå äâóõïîðîãîâîé ãèñòå-
ðåçèñíîé ñòðàòåãèè îòêðûâàâåò áîëüøå âîçìîæíîñòåé äëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ôóíê-
öèîíèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòðàòåãèåé ñ îäíèì
ïîðîãîì ïåðåêëþ÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè îáñëóæèâàíèÿ.
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9. ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ. ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ ÄËß GPSS WORLD
Lam EQU 1 ; çíà÷åíèå λ

Myu EQU 6 ; çíà÷åíèå µ

AH1 EQU 3 ; ïîðîã h1

AH2 EQU 5 ; ïîðîã h2

Em EQU 6 ; îáú¼ì íàêîïèòåëÿ
VREM EQU 1000000 ; âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
Ver VARIABLE N$MET2/N$MET1 ; âåðîÿòíîñòü îáñëóæèâàíèÿ
QOCHE TABLE Q$OCHER,0,1,70 ; ãèñòîãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíû î÷åðåäè
GENERATE 1
TABULATE QOCHE
TERMINATE
GENERATE (Exponential(5,0,(1/Lam))) ; âõîäíîé ïîòîê
TRANSFER 750½MET1 ; çíà÷åíèå a1

SPLIT 2,MET1 ; ïîñòóïëåíèå çàÿâîê ïàðàìè
TRANSFER ,OUT
MET1 TEST L Q$OCHER,Em,OUT ; îãðàíè÷åíèå íà äëèíó î÷åðåäè
QUEUE OCHER
ASSIGN 1,Q$OCHER
TEST E P1,Em,MET_SE
LOGIC R KLU ; âûêëþ÷èòü êëþ÷
MET_SE SEIZE SYS
DEPART OCHER
TEST L Q$OCHER,AH2,MET_R ; äëèíà î÷åðåäè ìåíüøå h2?
TEST E Q$OCHER,(AH1-1),METL ; äëèíà î÷åðåäè ðàâíà h1 − 1?
LOGIC S KLU ; âêëþ÷èòü êëþ÷
TRANSFER ,MET_ADV
METL GATE LS KLU,METMU ; âêëþ÷¼í ëè êëþ÷?
TRANSFER ,MET_ADV
MET_R LOGIC R KLU ; âûêëþ÷èòü êëþ÷
METMU ADVANCE((Exponential(5,0,(1/Myu)))+(Exponential(5,0,(1/Myu)))) ; îáñëóæ. (ðåæèì 2)
TRANSFER ,MET2
MET_ADV ADVANCE (Uniform(105,1/3,1)) ; îáñëóæèâàíèå (îñíîâíîé ðåæèì)
MET2 RELEASE SYS
TERMINATE
OUT TERMINATE
GENERATE ½,1
LOGIC S KLU ; âêëþ÷èòü êëþ÷
TERMINATE
GENERATE VREM
SAVEVALUE Ver,V$Ver
TERMINATE 1
START 1
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