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1.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ïî ìåðå íàøåãî ïðîäâèæåíèÿ ïî êóðñó òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïåðåä íàìè
âîçíèêàþò âñå áîëåå è áîëåå ñëîæíûå ñëó÷àéíûå îáúåêòû. Ñíà÷àëà ýòî
ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ, êîòîðûå ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ èõ èíäèêàòîðàìè,
ïðèíèìàþùèìè çíà÷åíèÿ 0 è 1. Çàòåì (äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûå) ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû, êîòîðûå ìîãóò ñâîèìè çíà÷åíèÿìè îõâàòûâàòü âñþ äåé-
ñòâèòåëüíóþ ïðÿìóþ. Ñëåäîì ïîÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûå ñëó÷àé-
íûå ýëåìåíòû, êîíå÷íîìåðíûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû. Íàêîíåö, ïðè èçó-
÷åíèè îñíîâíûõ êîíñòðóêöèé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, ìû äîõîäèì
äî ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â áåñêî-
íå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (âûáîðêè áåñêîíå÷íîãî îáúåìà, êàê ñëó÷àé-
íûå âåêòîðû). Åñòåñòâåííî, ÷òî âñå ýòè îáúåêòû âîçíèêàþò â ðåçóëüòà-
òå êàêèõ-òî ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Íåòðóäíî ïðåäñòàâèòü ñåáå òàêîé
ýêñïåðèìåíò, ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî áóäåò îïðåäåëåííàÿ êðèâàÿ ëèíèÿ
èëè ñîáñòâåííî ôóíêöèÿ. Òàê ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ñëó÷àéíûé ýëåìåíò,
ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå, èëè
ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ïåðåä íàìè ñëó-
÷àéíûé ïðîöåññ. Âñòðå÷àþòñÿ â ëèòåðàòóðå òàêæå íàçâàíèÿ âåðîÿòíîñò-
íûé ïðîöåññ, ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ, à èíîãäà è ïðîñòî ïðîöåññ, åñëè
çàðàíåå ÿñíî, î ÷åì ðå÷ü. Äàäèì òåïåðü îïðåäåëåíèå.

Ïóñòü T - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. A(T ) - ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíî-
çíà÷íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà T . Ðàññìîòðèì òàêæå âåðîÿòíîñòíîå
ïðîñòðàíñòâî < Ω,F ,P >. Îòîáðàæåíèå ξ : T × Ω → A(T ) íàçîâåì ñëó-
÷àéíîé ôóíêöèåé åñëè ∀t ∈ T ξ(t) = ξ(t, ·) - ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Òî÷êà
âìåñòî âòîðîãî àðãóìåíòà îçíà÷àåò çäåñü è äàëåå, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì
ξ(t) êàê ôóíêöèþ ω ∈ Ω â ýòîì êîíòåêñòå. Åñëè T ⊂ R è ïàðàìåòð t
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âðåìÿ, òî ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ íàçûâàþò ñëó÷àé-
íûì ïðîöåññîì. Åñëè T ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññ öåëûõ ÷èñåë Z èëè
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N, òî ãîâîðÿò î ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè . Îò-
ìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí � îáúåêò äëÿ íàñ îò-
íîñèòåëüíî çíàêîìûé, ïîýòîìó ìû áóäåì ÷àñòî ïðèâëåêàòü åãî â êà÷åñòâå
ïðèìåðà.

Åñëè ìû ôèêñèðóåì ω ∈ Ω, òî ïîëó÷åííàÿ íåñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ
ξ(ω, ·) íàçûâàåòñÿ ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Íàðÿäó ñ ýòèì òåð-
ìèíîì óïîòðåáëÿþòñÿ òàêæå íàçâàíèÿ òðàåêòîðèÿ, âûáîðî÷íàÿ ôóíê-
öèÿ. Êàê îáû÷íî, ñëó÷àéíûé àðãóìåíò ω ìû óñëîâèìñÿ îïóñêàòü â ôîð-
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ìóëàõ, êîãäà ýòî íå ìîæåò ïðèâåñòè ê íåäîðàçóìåíèÿì. Ôóíêöèÿ

K(t, s) = cov(ξ(t), ξ(s)) = Mξ(t)ξ(s) − Mξ(t) Mξ(s)

íàçûâàåòñÿ êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ.
Ñîâìåñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ(t1), ... ξ(tn) ïðè

íåêîòîðîì n è ïðîèçâîëüíîì ôèêñèðîâàííîì íàáîðå ýëåìåíòîâ t1, ..., tn
ìíîæåñòâà t íàçûâàþò n-ìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ñëó÷àéíîãî ïðîöåñ-
ñà. Åñëè æå èìåþòñÿ ââèäó n-ìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ïðîèçâîëüíîì
(íå êîíêðåòíîì) n, òî óñëîâèìñÿ ãîâîðèòü î êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëå-
íèÿõ.

Åñëè ïðè êàæäîì t ∈ T âûïîëíåíî

P(ξ(t) = η(t)) = 1,

òî ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ξ, η íàçûâàþò ñòîõàñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè .
Ïðè ýòîì, õîòÿ âñå êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ òàêèõ ïðîöåññîâ ñîâïà-
äàþò, ñòîõàñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ïðîöåññû ìîãóò èìåòü òðàåêòîðèè,
îáëàäàþùèå ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè. Íà ýòî óêàçûâàåò ñëå-
äóþùèé

Ïðèìåð 1. Ïóñòü T = [0, 1], τ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ
àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñîñðåäîòî÷åííîå íà T . Ïîëîæèì
ξ(t, ω) ≡ 0,

η(t, ω) = I{τ=t}(ω) =
{
1, τ = t,
0, èíà÷å.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ðåàëèçàöèè ξ ïîñòîÿííû, à ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâ-
íû, â òî âðåìÿ, êàê êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ η èìååò (óñòðàíèìûé) ðàçðûâ.
Ïðè ýòîì

P(ξ(t) 6= η(t)) = P(τ = t) = 0,

÷òî îçíà÷àåò ñòîõàñòè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîöåñ-
ñîâ.

1.2 Âàæíåéøèå êëàññû ñëó÷àéíûõ

ïðîöåññîâ

Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ êëàññû ñëó÷àé-
íûõ ïðîöåññîâ. Ýòè êëàññû, âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðåñåêàþòñÿ.
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1.2.1

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ξ(τ, ω) - ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè ,
åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ t1, ..., tn ∈ T , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ t1 ≤ t2 ≤
... ≤ tn, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ(tn) − ξ(tn−1), ..., ξ(t3) − ξ(t2), ξ(t2) − ξ(t1)
íåçàâèñèìû. Êîíå÷íî, â ýòîì îïðåäåëåíèè n ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì
íàòóðàëüíûì ÷èñëîì, íå ìåíüøèì, ÷åì 3.

Íàïðèìåð, åñëè T = N, ξ1, ξ2, ... , ξn, ... - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçà-
âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

ξ(t, k) =
k∑

n=1

ξn −

ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè (Ïî÷åìó?).
Íàðÿäó ñ ïðîöåññàìè ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè ðàññìàòðèâàþò

òàêæå ïðîöåññû ñ íåêîððåëèðîâàííûìè ïðèðàùåíèÿìè , òî åñòü òàêèå,
÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè t1 ≤ ... ≤ tn
âûïîëíåíî

cov (ξ(tj+1)− ξ(tj), ξ(tj)− ξ(tj−1)) = 0, j = 2, ..., n− 1.

1.2.2

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíî-
ãî h ∈ T åãî êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íå ìåíÿþòñÿ ïðè ñäâèãå íà
h:

∀n ∀t1, ... , tn ∀x1, ... , xn

P(ξ(t1) < x1, ..., ξ(tn) < xn) = P(ξ(t1 + h) < x1, ..., ξ(tn + h) < xn) .

Ïðîñòûì ïðèìåðîì ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ ñóì-
ìû îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ, íå îáÿçàòåëüíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí. Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûé

ÏÐÈÌÅÐ 2. Ïóñòü A, η, ϕ - ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, A, η ≥ 0, à ϕ íå
çàâèñèò îò A, η è èìååò ðàâíîìåðíîå íà [0, 2π] ðàñïðåäåëåíèå. Ïîëîæèì

ξ(t, ω) = A cos(ηt+ ϕ) .

Äîêàæåì, ÷òî ââåäåííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñòàöèîíàðåí.Äëÿ ýòîãî
íóæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áîðåëåâñêîãî n−ìåðíîãî ìíîæå-
ñòâà C è ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ h, t1, ..., tn èìååò ìåñòî

P ((A cos(η(t1 + h) + ϕ), ..., A cos(η(tn + h) + ϕ)) ∈ C) =
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= P ((A cos(ηt1 + ϕ), ..., A cos(ηtn + ϕ)) ∈ C) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ìíîæåñòâî òðîåê (x, y, z), x ≥ 0, y ≥ 0, z ∈ [0, 2π]
òàêèõ, ÷òî

(x cos(yt1 + z)), ..., x cos(ytn + z)) ∈ C .

Äëÿ u ∈ R ÷åðåç < u > óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü u, ïðèâåäåííîå ê îòðåçêó
[0, 2π], ò.å.

< u >= u− k · 2π ïðè k · 2π ≤ u ≤ (k + 1) · 2π .

Òîãäà äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

P((A, η,< ϕ+ ηh >) ∈ B) = P((A, η, ϕ) ∈ B) .

èëè ∫ ∞
0

∫ ∞
0

Φϕ{z : (x, y,< z + yh >) ∈ B}dΦA,η(x, y) =

=
∫ ∞

0

∫ ∞
0

Φϕ{z : (x, y, z) ∈ B}dΦA,η(x, y) .

ãäå Φϕ - ðàñïðåäåëåíèå ϕ, à ΦA,η - ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå A è η. Íî
ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó

∀x, y Φϕ{z : (x, y,< z + yh >) ∈ B} =

= Φϕ{z : (x, y, z) ∈ B}.

â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ϕ îòíîñè-
òåëüíî ñäâèãîâ è ïðèâåäåíèé ïî ìîäóëþ 2π.

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì â øèðîêîì ñìûñëå ,
åñëè ñóùåñòâóþò åãî ïåðâûå è âòîðûå ìîìåíòû, ïðè÷åì îíè èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ, òî åñòü ïðè ïðîèçâîëüíîì h ∈ T

Mξ(t+ h) = Mξ(t); K(t+ h, s+ h) = K(t, s) .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèì:

M(ξ(t)) = m; K(t, s) = K(t− s).

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ëþáîé ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ, îáëàäàþùèé êîíå÷-
íûì âòîðûì ìîìåíòîì, ñòàöèîíàðåí â øèðîêîì ñìûñëå.
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1.2.3

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ íàçûâàåòñÿ ãàóññîâñêèì, åñëè âñå åãî êîíå÷íîìåð-
íûå ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíû, ò.å. äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n è ëþáîãî íà-
áîðà t1, t2, ..., tn ∈ T âåêòîð (ξ(t1), ..., ξ(tn)) èìååò n-ìåðíîå íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå. Ìíîãîìåðíàÿ öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà ñëóæèò
îñíîâàíèåì òîãî, ÷òî ãàóññîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëü-
íûìè äëÿ ñóìì âîçðàñòàþùåãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.
Íàïðèìåð, ïóñòü X = [X]n - âûáîðêà èç íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

F ∗n(x) =
1

n

n∑
j=1

I(−∞,xj)(x) −

ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
√
n(F ∗n(x)−F (x)), ãäå F (x)

- òåîðåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðè n→∞ ñõîäèòñÿ ê íåêîòî-
ðîìó ãàóññîâñêîìó ñëó÷àéíîìó ïðîöåññó.

1.2.4

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ. Îäíîðîäíîå (èëè ñòàöèîíàðíîå) âåê-
òîðíîå ïîëå - ýòî ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà T = Rn òàêàÿ, ÷òî
åå êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ñäâèãå íà ëþáîé
íåñëó÷àéíûé âåêòîð h ∈ Rn. Îäíîðîäíîå èçîòðîïíîå ïîëå - ýòî ñëó÷àé-
íàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ îäíîðîäíûì âåêòîðíûì ïîëåì, êîíå÷íîìåð-
íûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîé íå ìåíÿþòñÿ òàêæå ïðè âðàùåíèÿõ âîêðóã
ïðîèçâîëüíîé òî÷êè. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà èçî-
òðîïíîñòü (èíâàðèàíòíîñòü) îòíîñèòåëüíî ëþáîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâà-
íèé Rn.

1.2.5

Îïðåäåëèì êëàññ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ êàê òàêèõ, äëÿ êîòîðûõ ïðè
ôèêñèðîâàííîì íàñòîÿùåì áóäóùåå íå çàâèñèò îò ïðîøëîãî. Äàäèì áî-
ëåå ñòðîãîå îïðåäåëåíèå. Äëÿ ýòîãî óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî T
ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíî è îáîçíà÷èì

F≤t = σ{ξ(s), s ∈ T, s ≤ t}, F≥t = σ{ξ(s), s ∈ T, s ≥ t},

F=t = σ{ξ(t)} .
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Íàãëÿäíûé ñìûñë ýòèõ σ - àëãåáð òàêîâ: íàáëþäàÿ ïðîöåññ ξ(s) äî ìî-
ìåíòà t, ìû ïîëó÷èì èíôîðìàöèþ î íàñòóïëåíèè ëþáîãî èç ñîáûòèé F≤t.
Òåì ñàìûì, ýòà σ - àëãåáðà ñîñòîèò èç ñîáûòèé, îòíîñÿùèõñÿ ê ïðîøëî-
ìó îòíîñèòåëüíî ìîìåíòà t. Â òî÷íîñòè òàêæå F≥t îëèöåòâîðÿåò ñîáîé
áóäóùåå, à F=t - íàñòîÿùåå, ò.å. òå ñîáûòèÿ, î íàñòóïëåíèè êîòîðûõ ìû
ìîæåì ñóäèòü, íàáëþäàÿ ïðîöåññ ξ(t) òîëüêî â ìîìåíò âðåìåíè t.

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ íàçîâåì ìàðêîâñêèì, åñëè

∀t ∈ T ∀B ∈ F≥t P(B/F≤t) = P(B/F=t) .

Ëþáîé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì
(äîêàæèòå!). Åñëè T ñîñòîèò òîëüêî èç öåëûõ ÷èñåë, òî ìàðêîâñêèé ïðî-
öåññ íàçûâàåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà. Ìíîæåñòâî, â êîòîðîì ìàðêîâñêèé ïðî-
öåññ ïðèíèìàåò ñâîè çíà÷åíèÿ, íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì .
Òî÷êè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè è èíòåðïðåòè-
ðóþòñÿ êàê ñîñòîÿíèÿ ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû â íåêîòîðûå ìîìåíòû âðåìå-
íè. Åñëè ìû èìååì öåïü Ìàðêîâà ñ êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì
ñîñòîÿíèé, òî áóäåì ãîâîðèòü î äèñêðåòíîé öåïè Ìàðêîâà. Äëÿ íèõ ìîæ-
íî äàòü îïðåäåëåíèå ìàðêîâñêîãî ñâîéñòâà, íå ââîäÿ σ- àëãåáð F≤t, F≥t,
F=t:

Ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξt , t ∈ Z îáðàçóåò äèñêðåòíóþ öåïü
Ìàðêîâà ñ êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé X, åñëè äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ s1 ≤ s2 ≤ ... ≤ sm ≤ t ≤ t1 ≤ ... ≤ tn è ëþáûõ x1, ..., xm, x,
y1, ..., yn ∈ X òàêèõ, ÷òî P(ξt = x) 6= 0, âûïîëíåíî

P(ξs1 = x1, ..., ξsm = xm, ξt1 = y1, ..., ξtn = yn /ξt = x) =

= P(ξs1 = x1, ..., ξsm = xm /ξt = x) ·P(ξt1 = y1, ..., ξtn = yn /ξt = x) .

1.3 Íåêîòîðûå âàæíûå ïðèìåðû

1.3.1

Íàçîâåì ïðîöåññ ξ(t, ω) , T = [0,∞) ïóàññîíîâñêèì ñ ïàðàìåòðîì a, åñ-
ëè îí èìååò íåçàâèñèìûå ïðèðàùåíèÿ, ξ(0, ω) ≡ 0 è ïðè ïðîèçâîëüíûõ
s, t(s ≤ t) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ(t)−ξ(s) èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ
ïàðàìåòðîì a(t−s). Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âñå òðàåêòîðèè ïóàññîíîâñêîãî
ïðîöåññà - íåóáûâàþùèå ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå ëèøü öåëî÷èñëåííûå
çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì îíè âîçðàñòàþò ëèøü ñêà÷êàìè âåëè÷èíû 1. Î÷åâèäíî,
ýòîò ïðîöåññ ñòàöèîíàðåí.
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1.3.2

Î÷åíü âàæíûì ïðèìåðîì äëÿ íàñ ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, êîòî-
ðûé ñëóæèò ìîäåëüþ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì
w(t, ω) ìû áóäåì íàçûâàòü ãàóññîâñêèé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðà-
ùåíèÿìè òàêîé, ÷òî w(0) = 0, w(t)−w(s) èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå N(0, t− s) ïðè t > s

Âûïèøåì êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.
Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì t1, ..., tn òàê, ÷òî 0 < t1 < ... < tn è ðàññìîòðèì
âåêòîð −→w = (w1, ...wn), ãäå wj = w(tj), j = 1, 2...n. Çàìåòèì, ÷òî ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà X = (w1, w2 − w1, ..., wn − wn−1) ëåãêî âû-
÷èñëèòü, ò.ê. åãî êîîðäèíàòû - íåçàâèñèìûå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû:

PX(x1, ..., xn) =
n∏
i=1

([2π(ti − ti−1)]−1/2 exp{−x2
i /2(ti − ti−1))}),

ãäå t0 = 0. Ïðè ýòîì −→w = AX, ãäå

A =


1 0 0 ... 0
1 1 0 ... 0
... ... ... ... ...
1 1 1 ... 1

 .

Êàê èçâåñòíî, â ýòîì ñëó÷àå

P−→w (X) = | detA|−1PX(A−1X).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî detA = 1,

A−1 =


1 0 0 ... 0 0
−1 1 0 ... 0 0
0 −1 1 ... 0 0
... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... −1 1

 ,

îòêóäà A−1X = (x1, x2 − x1, ..., xn − xn−1), è

P−→w (x1, ..., xn) =
n∏
i=1

([2π(ti − ti−1)]−1/2 exp{−(xi − xi−1)2/2(ti − ti−1)}),

ãäå x0 = 0. Èòàê, êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà
ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè (ãàóññîâñêèìè).
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1.3.3

Ðàññìîòðèì ïðîöåññû ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè. Ïóñòü â îáëàñòè G èìåþòñÿ
íåêèå ÷àñòèöû (íàïðèìåð, áàêòåðèè), êîòîðûå ìîãóò ïîðîæäàòü íîâûå
÷àñòèöû, à òàêæå ïîãèáàòü (èñ÷åçàòü, ïîêèäàòü îáëàñòü G è òàê äàëåå).
Åñëè ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t ìàë, òî ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîé
÷àñòèöû íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ âåðîÿòíîñòü ïîðîäèòü íîâóþ ðàâíà
λ∆t + o(∆t), è âåðîÿòíîñòü ïîãèáíóòü - µ∆t + o(∆t). Ïðè ýòîì ïîëîæè-
òåëüíûå êîíñòàíòû λ, µ ìîãóò, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñåòü îò îáùåãî ÷èñëà
n ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â äàííûé ìîìåíò â îáëàñòè G. Åñëè ýòî áóäåò
òàê, òî ìû óñëîâèìñÿ ýòîò ôàêò êàæäûé ðàç îòäåëüíî îãîâàðèâàòü. Ïðè
µ = 0 ãîâîðÿò î ïðîöåññå ÷èñòîãî ðàçìíîæåíèÿ, ïðè λ = 0 - î ÷èñòîé ãè-
áåëè. Ïðîöåññîì ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè íàçîâåì ξ(t), ðàâíûé êîëè÷åñòâó
÷àñòèö â îáëàñòè G â ìîìåíò âðåìåíè t.

Íàéäåì îäíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîãî ïðîöåññà, òî åñòü âåðîÿòíî-
ñòè pn(t) òîãî, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t â îáëàñòè G áóäåò ðîâíî n ÷àñòèö.
Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t â îáëàñòè n ÷àñòèö. Íàéäåì âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî çà âðåìÿ ∆t ÷èñëî ÷àñòèö íå èçìåíèòñÿ. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî äâå èëè áîëåå ÷àñòèö ïîðîäÿò íîâûå ÷àñòèöû, ðàâíà
o(∆t) ñ ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèé ìîäåëè. Òàêîâà æå è âåðîÿòíîñòü ãèáåëè
äâóõ è áîëåå ÷àñòèö îäíîâðåìåííî. Ïîýòîìó ñ òî÷íîñòüþ äî o(∆t) ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî íîâûõ ÷àñòèö, êàê è ÷èñëî ïîãèáøèõ, íå áîëåå 1. Èç
ýòèõ æå ñîîáðàæåíèé âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ îäíîé íîâîé (à çíà÷èò, è
õîòÿ áû îäíîé íîâîé) ÷àñòèöû çà âðåìÿ ∆t ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòåé
êàæäîé èç ÷àñòèö ïîðîäèòü íîâóþ ÷àñòèöó, ò.å. nλ∆t+ o(∆t). Àíàëîãè÷-
íî, âåðîÿòíîñòü ãèáåëè îäíîé ÷àñòèöû nµ∆t + o(∆t). Òîãäà ïî ôîðìóëå
ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

pn(t+ ∆t) = pn(t)(1− nλ∆t+ o(∆t))(1− nµ∆t+ o(∆t))+

+pn−1(t)((n− 1)λ∆t+ o(∆t))(1− (n− 1)µ∆t+ o(∆t))+

+pn+1(t)((n+ 1)µ∆t+ o(∆t))(1− (n+ 1)λ∆t+ o(∆t)).

Îòñþäà íåòðóäíî ïîëó÷èòü

pn(t+ ∆t)− pn(t)

∆t
= −n(λ+ µ)pn(t) + (n− 1)λp(n− 1)(t)+

+(n+ 1)µpn+1(t) + o(1).
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Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, èìååì

p′n(t) = −n(λ+ µ)pn(t) + (n− 1)λpn−1(t) + (n+ 1)µpn+1(t).

Çäåñü ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî n ≥ 1. Åñëè æå n = 0, òî àíàëîãè÷íûìè ðàñ-
ñóæäåíèÿìè âûâîäèì

p′0(t) = µp1(t).

Óìíîæèì n-íîå óðàâíåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû íà xn è, ñêëàäûâàÿ, ïî-
ëó÷èì

∞∑
n=0

p′n(t)xn = µ
∞∑
n=1

pn(t)xn−1n+ λx2
∞∑
n=1

pn(t)xn−1n−

−(λ+ µ)
∞∑
n=0

pn(t)xnn.

Åñëè ìû òåïåðü îáîçíà÷èì

F (x, t) =
∞∑
n=0

pn(t)xn ,

òî ïîëó÷åííîå âûøå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∂F

∂t
= (µ− (λ+ µ)x+ λx2)

∂F

∂x
.

Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî p1(0) = 1, ò.å. â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè â îáëàñòè íàõîäèëàñü îäíà ÷àñòèöà. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò,
÷òî pn(0) = 0 ïðè n > 1. ×òîáû ðåøèòü óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ, ñîñòàâèì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå.

dt =
−dx

µ− (λ+ µ)x+ λx2
,

îòêóäà

c− t =
∫ dx

µ− (λ+ µ)x+ λx2
=

1

µ− λ

∫
(

1

1− x
− λ

µ− λx
)dx =

=
1

µ− λ
ln

∣∣∣∣∣µ− λx1− x

∣∣∣∣∣.
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Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ò.î., áóäåò

F (t, x) = R

(
1

µ− λ
ln

∣∣∣∣∣µ− λx1− x

∣∣∣∣∣+ t

)
,

ãäå R - ïðîèçâîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè t = 0 F (x, t) =
x, èëè

R

(
1

µ− λ
ln

∣∣∣∣∣µ− λx1− x

∣∣∣∣∣+ t

)
= x,

è R åñòü îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ u = 1
µ−λ ln

∣∣∣µ−λx
1−x

∣∣∣ . Ñëåäîâàòåëüíî,
R(u) =

µ− e(µ−λ)u

λ− e(µ−λ)u
.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî âûðàæåíèå âìåñòî u àðãóìåíò R, èìååì

F (x, t) =
µ(1− e(µ−λ)t) + x(λe(µ−λ)t − µ)

λ− µe(µ−λ)t + λx(e(µ−λ)u − 1)
.

Ðàçëàãàÿ F â ðÿä ïî ñòåïåíÿì x, íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî

pn(t) =
(µ− λ)2e(µ−λ)t(1− e(µ−λ)t)λn−1

(λ− µe(µ−λ)t)n+1
, n ≥ 1

1.4 Îáçîð ìåòîäîâ òåîðèè ñëó÷àéíûõ

ïðîöåññîâ.

Ïîñìîòðèì ñíà÷àëà íà ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, êàê íà ôóíêöèþ íåñëó÷àé-
íîãî àðãóìåíòà t. Äëÿ òàêîé ôóíêöèè ìîæíî èçó÷àòü òå æå âîïðîñû,
÷òî è äëÿ îáû÷íûõ ôóíêöèé â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå - íàëè÷èå ïðåäå-
ëîâ, íåïðåðûâíîñòü, ïðîèçâîäíûå è.ò.ï. Ïðàâäà, ïðè ýòîì èñïîëüçóåìîå
îïðåäåëåíèå ïðåäåëà íåîáõîäèìî 'ïîäïðàâèòü' ñ ó÷åòîì íàëè÷èÿ ñëó÷àé-
íîñòåé.

Íàïðèìåð ñëó÷àéíûé ïðîöåññ íàçûâàåì ñòîõàñòè÷åñêè íåïðåðûâ-
íûì (èëè íåïðåðûâíûì ïî âåðîÿòíîñòè) â òî÷êå t0, åñëè äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî ε > 0

lim
t→t0

P(|ξ(t, ω)− ξ(t0)| ≥ ε) = 0.

Åñëè æå âûïîëíåíî
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M|ξ(t)− ξ(t0)|α → 0 ïðè t→ t0 ,

òî ãîâîðÿò, ÷òî â òî÷êå t0 ïðîöåññ ξ(t) íåïðåðûâåí â ñðåäíåì ïîðÿä-
êà α. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íåòðóäíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü è îñòàëüíûå
ïîíÿòèÿ.

Åñòåñòâåííî, ÷òî ìîæíî ãðóïïèðîâàòü ðàçëè÷íûå ñëó÷àéíûå ïðîöåñ-
ñû ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ â ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Îäíèì èç âàæ-
íåéøèõ çäåñü ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, èíòåãðèðóåìûõ â êâàäðàòå

L2(Ω,F ,P)

Â íåì çàäàåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

< ξ, η >= Mξη.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ

Π(s, t) = Mξ(t)ξ(s)

çàäàåò ξ(t, w) îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ L2. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(t, w),
èíòåãðèðóåìîãî â êâàäðàòå, îáû÷íî âûáèðàþò åãî ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå a(t) = Mξ(t) è êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ

K(t, s) = Π(t, s)− a(t)a(s).

Ðàçäåë òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, çàíèìàþùèéñÿ ëèøü ìîìåíòà-
ìè ïåðâûõ äâóõ ïîðÿäêîâ íîñèò íàçâàíèå êîððåëÿöèîííîé òåîðèè . Äëÿ
ìíîãèõ ïîíÿòèé â ðàìêàõ ýòîé òåîðèè ââîäÿòñÿ óïðîùåííûå àíàëîãè, ñî-
ïðîâîæäàåìûå îáû÷íî ñëîâàìè "â øèðîêîì ñìûñëå". Íàïðèìåð, íåçàâè-
ñèìîñòü ïðèðàùåíèé â øèðîêîì ñìûñëå îçíà÷àåò èõ íåêîððåëèðóåìîñòü,
ïîíÿòèå ñòàöèîíàðíîñòè â øèðîêîì ñìûñëå óæå ïîÿâëÿëîñü âûøå.

Ìîæíî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñìîòðåòü íà ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t, s) êàê
íà ñëó÷àéíûé ýëåìåíò, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîì ôóíêöèî-
íàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Ëîãè÷íî â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàòü âåðîÿòíî-
ñòè âèäà P(ξ ∈ A), ãäå A - êàêîå-òî ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà. Åñëè A - öèëèíäðè÷åñêîå, ò.å. íàéäóòñÿ òàêèå áîðåëåâñêèå
ïîäìíîæåñòâà B1, ... , Bn â R, ÷òî

P(ξ ∈ A) = P(ξ(t1) ∈ B1, ... , ξ(tn) ∈ Bn) ,
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Ðèñ. 1.1: Òðàåêòîðèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âîðîòöà.

òî ìû èìååì äåëî ñ êîíå÷íîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ξ. Íàãëÿäíî ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà ïðîõîäèò ÷åðåç ðÿä "âåðòèêàëüíûõ
âîðîòöåâ"(ñì. ðèñ.):

Íàïðèìåð, êîððåëÿöèîííàÿ òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ èìååò äåëî
ëèøü ñ îäíîìåðíûìè è äâóìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè (n = 1, 2) íî çà-
äàíèå êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòè
P(ξ ∈ A) ëèøü äëÿ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ A, òîãäà êàê ìíîãèå èíòåðåñ-
íûå ìíîæåñòâà â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ îêàçûâàþòñÿ íå áîðå-
ëåâñêèìè. Òàêèì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî {ξ| sup0≤t≤1 ξ(t) < x} â
ëþáîì äîñòàòî÷íî áîãàòîì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Äåéñòâèòåëü-
íî, äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ξ , η èç ïðèìåðà 1

P( sup
0≤t≤1

ξ(t) < 1/2) = 1 , P( sup
0≤t≤1

η(t) < 1/2) = 0,

õîòÿ ýòè ïðîöåññû èìåþò îäèíàêîâûå êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, è
ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíû èìåòü ñîâïàäàþùèå âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â
ïðîèçâîëüíîå áîðåëåâñêîå A.

×òîáû îáîéòè òðóäíîñòè òàêîãî ðîäà, ââåäåì îïðåäåëåíèå ñåïàðà-
áåëüíîñòè. Ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t) ñåïàðàáåëåí, åñëè â T
ñóùåñòâóåò òàêîå ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî S, ÷òî äëÿ ëþáîãî
èíòåðâàëà I ⊂ T

P

 sup
u∈I

⋂
S

ξ(u) = sup
u∈I

ξ(u) ; inf
u∈I

⋂
S
ξ(u) = inf

u∈I
ξ(u)

 = 1,

Èçâåñòíà òåîðåìà î òîì, ÷òî ëþáîé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ èìååò ñåïàðà-
áåëüíóþ ìîäèôèêàöèþ (ñì. [3] ), ò.å. ñòîõàñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûé åìó
ñåïàðàáåëüíûé ïðîöåññ.

Çàìåòíîå îòëè÷èå òåîðèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé îò êîíå÷-
íîìåðíûõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ó áåñêîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé íå áû-
âàåò ïëîòíîñòåé. Äåëî â òîì, ÷òî â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå èìååòñÿ îñîáàÿ
ìåðà - ìåðà Ëåáåãà, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ è âðàùåíèé, à
òàêæå äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïðåîáðàçóþùàÿñÿ ïðè ðàñòÿæåíèÿõ è ñæàòèÿõ.
Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå òàêîé ìåðû íåò.

Íàêîíåö, ìîæíî èçó÷àòü ξ(t, ω) êàê è ëþáóþ ôóíêöèþ äâóõ ïåðå-
ìåííûõ. Â ñóùíîñòè, ó íàñ ïðè ýòîì âîçíèêàåò ëèøü îäíà ñîâñåì íîâàÿ
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òåîðåìà - òåîðåìà Ôóáèíè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ îáîñíîâàíèå çà-
ìåíû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èíòåãðàëà èíòåãðàëîì ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îæèäàíèÿ. Ýòîò ïðèåì, òåì íå ìåíåå, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî
áîëüøîå ÷èñëî ñåðüåçíûõ ðåçóëüòàòîâ. Íàïðèìåð, â áîëåå ïðîñòîì âàðè-
àíòå - çàìåíà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñóììû ñóììîé ìàòåìàòè÷åñêèõ
îæèäàíèé - îí ïîçâîëèë íàì âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå áèíî-
ìèàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïîýòîìó ñôîðìóëèðóåì ýòó òåîðåìó áî-
ëåå ñòðîãî. Íàçîâåì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t, ω) èçìåðèìûì îòíîñèòåëüíî
ñèãìà-àëãåáðû A ïîäìíîæåñòâ T , åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áîðåëåâñêîãî
B âûïîëíåíî ξ−1(B) ∈ A× F

Òåîðåìà 1 (Ôóáèíè) Ïóñòü ξ(t, ω), t ∈ T - èçìåðèìûé îòíîñèòåëüíî
σ-àëãåáðû A, µ-ìåðà íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (T,A). Ïóñòü õîòÿ
áû îäèí èç èíòåãðàëîâ∫

T
M|ξ(t, ω)|dµ(t) è M

∫
T
|ξ(t, ω)|dµ(t)

êîíå÷åí. Òîãäà êîíå÷åí è âòîðîé èíòåãðàë, è îáà ýòè èíòåãðàëà ñîâïà-
äàþò.

Îòìåòèì â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà, ÷òî âîçìîæíû êîìáèíàöèè ìå-
òîäîâ, îïèñàííûõ âûøå, êàê, âïðî÷åì, è ñîçäàíèå ñïåöèôè÷åñêèõ ìåòî-
äîâ äëÿ èçó÷àåìîãî ïðîöåññà.

1.5 Ïðîèçâîäíàÿ è èíòåãðàë. Êàíîíè÷åñêèå

ðàçëîæåíèÿ.

Â ýòîì ðàçäåëå íåêîòîðûå ôàêòû, ïîëåçíûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, ïðèâî-
äÿòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà. Çà äîêàçàòåëüñòâàìè îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê [1,
ãë. 15] [2] -[3].

Êàê óæå îïðåäåëÿëîñü ðàíåå (äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñðåäíåãî),
ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â ñðåäíåì êâàäðàòè÷å-
ñêîì â òî÷êå t0, åñëè

lim
t→t0

M|ξ(t)− ξ(t0)|2 = 0.

Ýòîò ôàêò ïðèíÿòî òàêæå çàïèñûâàòü

l.i.m.t→t0ξ(t) = ξ(t0).
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Ñèìâîëîì l.i.m. (limit in mean) òðàäèöèîííî îáîçíà÷àþò ïðåäåëû â ñðåä-
íåì êâàäðàòè÷åñêîì. Äëÿ íåïðåðûâíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â ñðåäíåì
êâàäðàòè÷åñêîì íåîáõîäèìà è äîñòàòî÷íà íåïðåðûâíîñòü a(t) = Mξ(t) è
íåïðåðûâíîñòü êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè K(t, s) íà ïðÿìîé t = s.

Ïðîèçâîäíîé ïðîöåññà ξ(t) íàçîâåì òàêîé ïðîöåññ η(t), ÷òî

η(t, ω) = l.i.m.∆t→0
ξ(t+ ∆t, ω)− ξ(t, ω)

∆t
,

åñëè òîëüêî ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò. Îáîçíà÷åíèå:

η(t, ω) =
d

dt
ξ(t, ω) .

Ïðè ýòîì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

Mη(t) =
d

dt
Mξ(t) ; Kη(t, s) =

∂2Kξ

∂t∂s
(t, s).

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòè a(t), à òàêæå ñóùåñòâîâàíèÿ âòîðîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé
K(t, s) íà ïðÿìîé t = s.

Îïðåäåëèì òåïåðü èíòåãðàë îò "âçâåøåííîãî"ïðè ïîìîùè íåñëó÷àé-
íîé ôóíêöèè g(t, s) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ðàâåíñòâîì

Y (s) =
∫ T

o
g(t, s)ξ(t)dt = l.i.m.

n∑
i=1

g(ti, s)ξ(ti)∆ti ,

ãäå, êàê îáû÷íî, ïðåäåë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ïîäñ÷èòàí â ïðåäïî-
ëîæåíèè n→∞ , max ∆ti → 0.

Èíòåãðàë îò ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà - ñíîâà ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, çàâèñÿ-
ùèé îò àðãóìåíòà s. Õàðàêòåðèñòèêè ýòîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿþòñÿ ðà-
âåíñòâàìè

M Y (s) =
∫ T

0
g(t, s)Mξ(t)dt

KY (s, u) =
∫ T

0

∫ T

0
g(t, s)g(b, u)Kξ(t, b)dtdb.

Âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â âèäå ñóììû

ξ(t) = Mξ(t) +
∑
n

ξnϕn(t) ,

ãäå ϕn(t) - íåñëó÷àéíûå ôóíêöèè, à ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξn óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèÿì
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Mξn = 0, Dξn = dn > 0, cov(ξn, ξm) = 0 ïðè n 6= m

íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì ïðîöåññà ξ(t). Î÷åâèäíî, ÷òî åñ-
ëè ìû ñóìåëè íàéòè êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ξ(t), òî

K(s, t) =
∑
n

dnϕn(t)ϕn(s).

Âûáðîñîì ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(t) çà óðîâåíü a íàçûâàþò ñîáûòèå
{ξ(t, ω) > a}. Ïóñòü ξ - ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ ïëîòíîñòüþ
îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ f(x), à f(x, v) - ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ξ(t) è dξ

dt
(t). Âûïèøåì ñðåäíåå âðåìÿ MTa ïðåáûâàíèÿ ξ íàä

óðîâíåì a çà âðåìÿ T , ñðåäíåå êîëè÷åñòâî âûáðîñîâ MNa çà óðîâåíü a
â òå÷åíèå ýòîãî æå âðåìåíè è ñðåäíþþ äëèòåëüíîñòü Mτa îäíîãî òàêîãî
âûáðîñà :

MTa = T
∫ ∞
a

f(x)dx ; MNa = T
∫ ∞

0
vf(u, v)dv ; Mτa =

MTa
MNa

.

Ñðåäíåå ÷èñëî âûáðîñîâ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà â åäèíèöó âðåìåíè ðàâ-
íî

Mna =
1

T
MNa =

∫ ∞
0

vf(a, v)dv.

Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ãàóññîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ýòè ôîðìóëû ïðè-
îáðåòàþò âèä

Mna =
σv

2πσx
exp

{
−(a−mx)

2

2σ2
x

}
,

Mτa = π
σx
σv

exp

{
(a−mx)

2

2σ2
x

}(
1− Φ

(
a−mx

σx

))
,

MNa = T ·Mna ; MTa = T ·Mτa

1.6 Çàäà÷è.

1. Â îáëàñòè G èìåþòñÿ ÷àñòèöû, ñïîñîáíûå ðàçìíîæàòüñÿ. Ãèáåëü
èëè óìåíüøåíèå ÷èñëà ÷àñòèö íå îòìå÷àåòñÿ. Çà ïðîìåæóòîê âðå-
ìåíè ∆t êàæäàÿ ÷àñòèöà íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ ïðîèçâîäèò íî-
âóþ ñ âåðîÿòíîñòüþ λ∆t+ o(∆t).
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Ñîñòàâèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ
ýòîò ïðîöåññ. Ðåøèòü åå. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñ-
ïåðñèþ êîëè÷åñòâà ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â îáëàñòè â ìîìåíò âðå-
ìåíè t.

2. Â îáëàñòè G â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0 èìåëîñü k ÷àñòèö. Íåçàâè-
ñèìî äðóã îò äðóãà êàæäàÿ èç ÷àñòèö çà âðåìÿ ∆t ïîêèäàåò îáëàñòü
ñ âåðîÿòíîñòüþ µ∆t + o(∆t). Íîâûå ÷àñòèöû íå ïîÿâëÿþòñÿ. Íàé-
òè ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ýòîò ïðî-
öåññ. Ðåøèòü åå. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ êî-
ëè÷åñòâà ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â îáëàñòè â ìîìåíò âðåìåíè t.

3. Â îáëàñòè G ïîÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûå ÷àñòèöû, êîòîðûå â äàëüíåé-
øåì íå ïîêèäàþò G. Åñëè ê ìîìåíòó t = 0 â îáëàñòè èìåëîñü n
÷àñòèö, òî âåðîÿòíîñòü óâåëè÷åíèÿ ÷àñòèö íà åäèíèöó â èíòåðâàë
(t , ∆t) ðàâíà 1+an

1+at
∆t + o(∆t), ãäå a - ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Âåðîÿòíîñòü óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö íà äâå è áîëåå ðàâíà o(∆t).
Ñîñòàâèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ
ýòîò ïðîöåññ. Ðåøèòü åå. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñ-
ïåðñèþ ÷èñëà ÷àñòèö â îáëàñòè ê ìîìåíòó t.

4. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ñëó-
÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(t) = X sinωt, ãäå ω - ïîñòîÿííàÿ ÷àñòîòà, MX =
1, DX = 0, 2.

5. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ïðî-
öåññà ξ(t) = Xe−t

2
, ãäå X - ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, MX = 2, DX =

0, 01

6. Ïóñòü U, V - íåêîððåëèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, MU = 0, 5,
MV = 0, 5 ; DU = 1, DV = 0, 05. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
è êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ïðîöåññà X(t) = Ut+ V t2.

7. Äàí ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t) = 2U sinωt + 3V t2 + 5, ãäå U, V - ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû;

MU = 1, MV = 2, DU = 0, 1, DV = 0, 5, ρ(U, V ) = −0, 3.

Íàéòè åãî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ.
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8. Ïðîöåññ ξ(t) èçìåíÿåò ñâîè çíà÷åíèÿ â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìå-
íè. Çíà÷åíèÿ ξ(t) â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó ñêà÷êàìè íå èçìåíÿþòñÿ
è ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ èìååò íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ
σ2. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ
ïðîöåññà.

9. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ïðî-
öåññà Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ.

10. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññ X(t) çàäàí êàíîíè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì

X(t) = t− 3 cos t+ U · (t+ cos t) + V cos 2t, DU = 1, DV = 2.

Íàéòè MX(t), K(t, s), DX(t)

11. Äàí ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) = x1t+ x2 sin t, ãäå ñëó÷àéíûé âåêòîð
(x1, x2) èìååò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (1,−1) è êîâàðèàöèîííóþ

ìàòðèöó

(
2 1
1 3

)
.

Ïîñòðîèòü êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ýòîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.
Íàéòè MX(t), K(t, s).

12. Áóäåò ëè ïðîöåññ Ïóàññîíà íåïðåðûâåí? Äèôôåðåíöèðóåì â ñðåä-
íåì êâàäðàòè÷íîì?

13. Èçâåñòíû õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X(t) : MX(t) =
2t + 1 ; K(t, s) = e−(t−s)2

. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è
êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ åãî ïðîèçâîäíîé.

14. Íà ïëîñêîñòè äâèæåòñÿ ñëó÷àéíàÿ òî÷êà M òàê, ÷òî åå ïîëÿðíûé
óãîë ϕ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé âðåìåíè ñ êîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèåé K(t, s) = a2e−b

2(t−s)2
. Íàéòè äèñïåðñèþ óãëîâîé ñêîðîñòè

ω ïîëÿðíîãî ðàäèóñ-âåêòîðà òî÷êè M .

15. Äîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) = e−at sin(ωt + ϕ) ãäå a, ω -
ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, ϕ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà
[0, 2π], äèôôåðåíöèðóåì ïðè âñåõ t > 0.

16. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) çàäàí êàíîíè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì X(t) =
1 + t + Ut + V t2 + Wt3, ãäå DU = 2, DV = 1, W = 0, 1. Íàéòè
õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà dX

dt
(t).
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17. Ïóñòü X - ñëó÷àéíûé ïðîöåññ èç çàäà÷è 11. Íàéòè õàðàêòåðèñòèêè
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà Y (t) =

∫ t
0 X(s)ds.

18. Íà âõîä èíòåãðèðóþùåãî óñòðîéñòâà ïîñòóïàåò ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ
X(t) ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì 0, 2 cos2 ωt è êîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèåé K(t, s) = 0, 4 cosωt cosωs. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå è êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ïðîöåññà íà âûõîäå èíòåãðàòîðà.

19. Äèôôåðåíöèðóåìûé â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
X(t) èìååò êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ k(t, s),

Y (t) = X(t) +
dX

dt
(t).

Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ Y .
×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ïðîöåññ X áûë ñòàöèîíàðåí?

20. Ñðåäíåå ÷èñëî âûáðîñîâ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà ξ(t) çà íóëåâîé
óðîâåíü (ò.å. çà óðîâåíü a = mx) â åäèíèöó âðåìåíè ðàâíî 0, 01.
Äèñïåðñèÿ ïðîöåññà ðàâíà 64. Íàéòè äèñïåðñèþ ïðîöåññà dξ

dt
(t).

21. Ïîêàçàòü, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ïðîöåññû èìåþò îäè-
íàêîâûå êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ.

22. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîöåññ, ñòîõàñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûé ñòîõàñòè÷å-
ñêè íåïðåðûâíîìó ïðîöåññó, ñòîõàñòè÷åñêè íåïðåðûâåí.

23. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïðîöåññ ñòîõàñòè÷åñêè íåïðåðûâåí íà êîìïàêò-
íîì ìíîæåñòâå, òî îí íà ýòîì ìíîæåñòâå ðàâíîìåðíî ñòîõàñòè÷åñêè
íåïðåðûâåí (äàéòå îïðåäåëåíèå!).

24. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñòîõàñòè÷åñêè íåïðåðûâåí
íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå A ⊂ R, òî îí íà ýòîì ìíîæåñòâå îãðà-
íè÷åí ïî âåðîÿòíîñòè, ò.å. ïðè N →∞

sup
t∈A

P(|ξ(t)| > N)→ 0.

25. Äîêàçàòü, ÷òî âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì.
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