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Ïðåäëîæåí ìåòîä ñâåäåíèÿ ìíîãîìåðíîé ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è Ñòåôàíà ê ñèñ-
òåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ãàììåðøòåéíà. Ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå ïðåäëàãà-
åìîãî ìåòîäà ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ îäíîìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ Ñòåôàíà
äëÿ ñëó÷àåâ âíóòðåííåãî ôàçîâîãî ôðîíòà, ñîâïàäåíèÿ ôàçîâîãî ôðîíòà ñ âíåøíåé
ãðàíèöåé è çàäà÷ ñ âíåøíåé ïîäâèæíîé ãðàíèöåé. Ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà ïðîâå-
ðåíà äëÿ çàäà÷è Ñòåôàíà, èìåþùåé òî÷íîå ðåøåíèå.

Èçâåñòíî, ÷òî áîëüøèíñòâî ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ
ôàçîâûì ïåðåõîäîì (çàäà÷ Ñòåôàíà) äåëÿòñÿ íà äâå ãðóïïû: ñõåìû ñêâîçíîãî ñ÷åòà
[ 1, 2 ] è ñõåìû ñ ÿâíûì âûäåëåíèåì ôðîíòà [ 3�6 ]. Ýêîíîìè÷íûå ðàçíîñòíûå àëãîðèòìû
ñêâîçíîãî ñ÷åòà îñîáåííî øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷, îäíàêî òî÷íîñòü
ðàñ÷åòà êàê çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû, òàê è ïîëîæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç ñèëüíî
çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ñãëàæèâàíèÿ, îïðåäåëèòü êîòîðûé ÷àñòî äîâîëüíî íåïðîñòî. Ïðè
ðåàëèçàöèè ðàçíîñòíûõ ñõåì ñ ÿâíûì âûäåëåíèåì ôðîíòà âîçíèêàþò ñóùåñòâåííûå
òðóäíîñòè âñëåäñòâèå èõ ñëîæíîñòè è íåäîñòàòî÷íîé ýêîíîìè÷íîñòè, îáóñëîâëåííîé
íåîáõîäèìîñòüþ ïåðåñòðîéêè ðàñ÷åòíîé ñåòêè íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè. Âìåñòå ñ
òåì íå èñ÷åðïàíû âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ íà íà÷àëüíîì ýòàïå
èññëåäîâàíèÿ äàííûõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ôóíêöèé Ãðèíà (èìåÿ
â âèäó ôóíêöèþ Ãðèíà ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà) äëÿ
ñâåäåíèÿ çàäà÷ Ñòåôàíà ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ïðåèìóùåñòâî òàêîãî ïîäõîäà ïî
ñðàâíåíèþ ñ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûìè ìåòîäàìè ñîñòîèò â òîì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, îòïàäàåò
íåîáõîäèìîñòü àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ èñêîìîãî ðåøåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì
ïåðåìåííûì è, âî-âòîðûõ, äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî
èñïîëüçîâàòü áîëåå ýôôåêòèâíûå ìåòîäû � ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íûå [ 7 ]. Ýêîíîìè÷íîñòü
ðàñ÷åòîâ ìîæíî òàêæå ïîâûñèòü çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ñòàáèëüíîé ðàñ÷åòíîé ñåòêè,
êîòîðàÿ íå òðåáóåò ïåðåñòðîéêè íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè.

Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è Ñòåôàíà ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòè êîýô-
ôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè îò òåìïåðàòóðû (âíóòðåííÿÿ íåëèíåéíîñòü) ïðè
íåëèíåéíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (âíåøíÿÿ íåëèíåéíîñòü). Ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ
Êèðõãîôà ëèíåàðèçóåò ýëëèïòè÷åñêóþ ÷àñòü íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè,
îäíàêî äàæå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ëèíåéíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé òðåòüåãî ðîäà (îïèñû-
âàþùèõ òåïëîîòâîä ïî çàêîíó Íüþòîíà) òðàíñôîðìèðóåò èõ â íåëèíåéíûå. Äàëüíåéøåå
ïðèìåíåíèå ìåòîäà ôóíêöèé Ãðèíà [ 8, 9 ] ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì (êðîìå ñëó÷àÿ ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé ïåðâîãî ðîäà), ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà íå ñóùåñòâóåò
êàê ôóíêöèÿ Ãðèíà âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà [ 8 ]. Íàìè ïðåäëàãàåòñÿ
ñïîñîá ñâåäåíèÿ Êèðõîô-ïðåîáðàçîâàííîé çàäà÷è Ñòåôàíà ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì
(â ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ïðåäâàðèòåëüíî ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïðÿìûõ).
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Äëÿ èçëîæåíèÿ ñóùíîñòè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ðàññìîòðèì ìíîãîìåðíóþ ñòàöèî-
íàðíóþ çàäà÷ó Ñòåôàíà. Ìåòîä ïðèãîäåí äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ôàç, íî äëÿ óïðîùåíèÿ
èçëîæåíèÿ ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì äâóõôàçíîé çàäà÷è. Ïóñòü íàãðåâàåìîå
òåëî çàíèìàåò îáëàñòü Ω , îãðàíè÷åííóþ çàìêíóòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòþ S .
Ïîâåðõíîñòü ôàçîâîãî ïåðåõîäà Γ , ìåñòîíàõîæäåíèå êîòîðîé íåèçâåñòíî, ðàçáèâàåò îá-
ëàñòü Ω íà äâå ïîäîáëàñòè ΩS = {P ∈ Ω : T (P ) < T∗} è ΩL = {P ∈ Ω : T (P ) > T∗} ,
çàíÿòûå ñîîòâåòñòâåííî òâåðäîé è æèäêîé ôàçîé âåùåñòâà. Â êàæäîé èç îáëàñòåé ΩS ,
ΩL òåìïåðàòóðà T (P ) â òî÷êå P óäîëâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîä-
íîñòè:

div
(
λS(T (P )) grad T (P )

)
= 0, P ∈ ΩS,

div
(
λL(T (P )) grad T (P )

)
= 0, P ∈ ΩL,

ãäå λS(T ) , λL(T ) � çàäàííûå íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Íà ïîâåðõíîñòè
S çàäàåòñÿ íåëèíåéíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå, îïðåäåëÿåìîå îñîáåííîñòÿìè òåïëîîòâîäà:

λ(T (P ))
∂T (P )

∂n
= q

(
P, T (P )

)
, P ∈ S, λ(T ) =

{
λS(T ), T < T∗,

λL(T ), T ≥ T∗,

ãäå ∂T/∂n � ïðîèçâîäíàÿ ïî âíåøíåé íîðìàëè ê S . Íà èñêîìîé ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà
ôàç Γ , êðîìå óñëîâèÿ ðàâåíñòâà òåìïåðàòóðû T (P ) òåìïåðàòóðå ôàçîâîãî ïåðåõîäà
T (P ) = T∗ , P ∈ Γ , âûïîëíÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîå óñëîâèå Ñòåôàíà

λS(T (P ))
∂T (P )

∂n

∣∣∣∣
P∈ΩS , P→Γ

= λL(T (P ))
∂T (P )

∂n

∣∣∣∣
P∈ΩL, P→Γ

. (1)

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Êèðõãîôà

u(P ) = u(T ) =

T (P )∫

T0

λ(T ) dT, T0 ≤ min
P∈Ω

T (P )

(îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñóùåñòâóåò, íàïðèìåð, ïðè ëèíåéíûõ çàâèñèìîñòÿõ λS(T )
è λL(T ) ) è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå ðàâåíñòâà òåïëîâûõ ïîòîêîâ (1), áëàãîäàðÿ êîòîðîìó
ôóíêöèÿ u(P ) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà äàæå ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïîâåðõíîñòü Γ ,
ñâåäåì èñõîäíóþ çàäà÷ó ê íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà:

∆u(P ) = 0, P ∈ Ω,
∂u(P )

∂n
= f

(
P, u(P )

)
, P ∈ S (2)

(
çäåñü f

(
P, u(P )

)
= q

(
P, T (u(P ))

))
è äîïîëüíèòåëüíîìó óñëîâèþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïî-

âåðõíîñòè Γ
u(P ) = u∗, P ∈ Γ. (3)

Åñëè äàëåå ïûòàòüñÿ ñâåñòè êðàåâóþ çàäà÷ó (2) ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ìåòîäîì
ôóíêöèé Ãðèíà, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà G(P, Q) ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó

∆G(P, Q) = −δ(P, Q), P ∈ Ω,
∂G(P, Q)

∂n
= 0, P ∈ S

(çäåñü δ(P, Q) � δ -ôóíêöèÿ Äèðàêà ñ îñîáåííîñòüþ â òî÷êå Q ∈ Ω ), êîòîðàÿ íå èìååò
ðåøåíèÿ [ 8 ].
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Îäíàêî âîçíèêøóþ ïðîáëåìó ìîæíî ðåøèòü ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà, êî-
òîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü âñïîìîãàòåëüíîé. Ïóñòü S = S1 ∪ S2 , ãäå S1 � ãëàäêàÿ
ïîâåðõíîñòü, à S2 � ãëàäêàÿ ëèáî êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü. Ïåðåïèøåì ãðàíè÷íîå
óñëîâèå çàäà÷è (2) â âèäå

∂u(P )

∂n
+ hu(P ) = f

(
P, u(P )

)
+ hu(P ), P ∈ S1,

∂u(P )

∂n
= f

(
P, u(P )

)
, P ∈ S2,

ãäå h � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ( 0 < h < ∞ ). Òåïåðü ìîæåì ââåñòè âñïîìî-
ãàòåëüíóþ ôóíêöèþ Ãðèíà êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:

∆G(P, Q) = −δ(P, Q), P ∈ Ω,
∂G(P, Q)

∂n
+ hG = 0, P ∈ S1,

∂G(P, Q)

∂n
= 0, P ∈ S2.

(4)

Òàêàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà [ 8 ], à âîçìîæíîñòü åå ïðàêòè÷åñêîãî îïðåäå-
ëåíèÿ çàâèñèò îò ôîðìû ïîâåðõíîñòè S . Îòìåòèì, ÷òî êðàåâîå óñëîâèå òðåòüåãî ðîäà ñ
ââåäåíèåì âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà h ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íà âñåé ïîâåðõíîñòè S ,
à íå òîëüêî íà åå ãëàäêîé ÷àñòè S1 .

Åñëè ôóíêöèÿ Ãðèíà íàéäåíà èç (4), òî ñ åå ïîìîùüþ, âîñïîëüçîâàâøèñü âòîðîé
ôîðìóëîé Ãðèíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà, ïðèìåíåííîãî ê ôóíêöèÿì u è G , ìîæåì
ñâåñòè êðàåâóþ çàäà÷ó (2) ê èíòåãðàëüíîìó ñîîòíîøåíèþ

u(P ) =

∫

S1

G(P, Q)
[
f
(
Q, u(Q)

)
+ hu(Q)

]
dSQ +

∫

S2

G(P, Q)f
(
Q, u(Q)

)
dSQ, P ∈ Ω. (5)

Ðàññìàòðèâàÿ åãî íà êàæäîé èç ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé S1 , S2i , i = 1, n
( n⋃

i=1

S2i = S2

)
,

ïîëó÷èì ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ãàììåðøòåéíà îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé ôóíê-
öèè u(P ) íà êàæäîé èç ýòèõ ïîâåðõíîñòåé. Ïîñëå åå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ôóíêöèÿ
u(P ) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (5) îäíîçíà÷íî (íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà h ),
ïîñêîëüêó (5) ïîëó÷åíî ïîñëå ýêâèâàëåíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàäà÷è
(2). Ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà ôàç îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëåííî èç (3).

Ìåòîä âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè Ãðèíà áûë ïðèìåíåí íàìè äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
îñåñèììåòðè÷íîé ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è Ñòåôàíà � ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè óñòàíîâèâøå-
ãîñÿ òåìïåðàòóðíîãî ðåæèìà ïðè ýëåêòðîííî-ëó÷åâîé ãàðíèñàæíîé ïëàâêå [10]. Â äàííîì
ñëó÷àå îáëàñòü Ω = {(r, z) : 0 < r < a; 0 < z < l} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèëèíäð ðàäèóñà
a è âûñîòû l . Äëÿ òâåðäîé ôàçû ðàññìàòðèâàëàñü ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà
òåïëîïðîâîäíîñòè îò òåìïåðàòóðû. ×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
Ãàììåðøòåéíà îñóùåñòâëÿëîñü ïðè ïîìîùè îäíîãî èç ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ [7]
(ïðèìåíÿëàñü êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèÿ). Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íå
çàâèñåëè îò çíà÷åíèé âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà h .

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ìåòîäà âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè Ãðèíà ê ðåøåíèþ îäíîìåð-
íûõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ Ñòåôàíà, âíîâü îãðàíè÷èâàÿñü ñëó÷àåì äâóõ ôàç, õîòÿ ìåòîä
ïðèãîäåí äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ôàç. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ,
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êîòîðûå òðåáóþò ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè Ãðèíà, òåì ñàìûì îõâàòûâàÿ
ñëó÷àè êàê íåëèíåéíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, òàê è ëèíåéíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âòîðîãî
èëè òðåòüåãî ðîäà. Çàäà÷è Ñòåôàíà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà (êîãäà íà
÷àñòè ãðàíèöû çàäàí çàêîí èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû) ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé ïðè ïîìîùè îáû÷íîé ôóíêöèè Ãðèíà.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì çàäà÷è ñ âíóòðåííèì ôàçîâûì ôðîíòîì x = z(t) , ïðåäïîëàãàÿ
äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî 
z (t) > 0 :

LkT = −w(x, t, T ) + p
z (t)xkδ(k)(x− z(t)), 0 < x > R, t > 0; k = 0; 1; 2;

T (x, 0) = T 0(x); T 0(z0) = T∗; T
(
z(t), t

)
= T∗; z(0) = z0, 0 ≤ z0 < R;

λ(T )Tx = −εkq0(t, T ), x = 0; λ(T )Tx = qR(t, T ), x = R.

(6)

Çäåñü çíà÷åíèÿ k = 0; 1; 2 ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àÿì ïëîñêîé, öèëèíäðè÷åñêîé è ñôå-
ðè÷åñêîé ñèììåòðèè òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ T (x, t); ε0 = 1; ε1 = ε2 = 0; LkT = x−k×
×∂

(
λ(T )xkTx

)
/∂x − γ(T )Tt . Çàäàííûå ôóíêöèè λ(T ), γ(T ) è w(x, t, T ) ìîãóò áûòü

ðàçðûâíûìè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëà ôàç.
Ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå Êèðõãîôà u(T ) ê ôóíêöèè T (x, t) è ê åå çíà÷åíèÿì ïðè

t = 0 è x = z(t) : u
(
T 0(x)

)
= u0(x), u(T∗) = u∗, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé u(x, t), z(t)

ïîëó÷èì çàäà÷ó Ñòåôàíà â âèäå, óäîáíîì äëÿ äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ:

∆ku = χ(u)ut −W (x, t, u) + p
z (t)xkδ(k)(x− z(t)), 0 < x > R, t > 0;

u(x, 0) = u0(x); u0(z0) = u∗; u
(
z(t), t

)
= u∗; z(0) = z0;

ux = −εkQ0(t, u), x = 0; ux = QR(t, u), x = R.

(7)

Çäåñü χ(u) = γ
(
T (u)

)
dT (u)/du; W (x, t, u) = w

(
x, t, T (u)

)
; Q0(t, u) = q0

(
x, t, T (u)

)
;

QR(t, u) = qR

(
x, t, T (u)

)
.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (7) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ïðÿìûõ [11]. Ââåäÿ
îáîçíà÷åíèÿ: tn = nτ, un(x) = u(x, tn), zn = z(tn), Wn(x, un) = W (x, tn, un), Q0n(un) =
= Q0(tn, un), QRn(un) = QR(tn, un), äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè un(x) è ïîñòîÿíîîé zn íà
òåêóùåì âðåìåííîì ñëîå t = tn ïîëó÷èì íåëèíåéíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:

∆kun = χ(un)(un − un−1)/(στ)−Wn(x, un) + pxkδ(k)(x− zn)(zn − zn−1)/(στ)−
−(1− σ)

(
∆kun−1 + Wn−1(x, un−1)

)
/σ, 0 < x > R;

unx = −εkQ0n(un), x = 0;

unx = QRn(un), x = R; un(zn) = u∗, n = 1, 2, ...

(8)

Ïîêàæåì, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (8) àïïðîêñèìèðóåò çàäà÷ó Ñòåôàíà (7) äëÿ t = tn ñ
ïîãðåøíîñòüþ O(τ) ïðè σ = 1 è O(τ 2) � ïðè σ = 1/2. Äëÿ x 6= zn ñïðàâåäëèâîñòü
ýòîãî óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíà [11]. Óìíîæèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå çàäà÷è (8) íà
xk è ïðîèíòåãðèðóåì ïî x â ãðàíèöàõ îò zn− ε äî zn + ε ( ε > 0 ). Â ïðåäåëå ïðè ε → 0
ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

unx(zn + 0)− unx(zn − 0) = p(zn − zn−1)/(στ)− (1− σ)
(
un−1,x(zn + 0)− un−1,x(zn − 0)

)
/σ,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé ïðè t = tn èçâåñòíîãî óñëîâèÿ Ñòåôàíà

ux

(
z(t) + 0, t

)− ux

(
z(t)− 0, t

)
= p
z (t)
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ñ ïîãðåøíîñòüþ O(τ) ïðè σ = 1 è O(τ 2) � ïðè σ = 1/2.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ãðèíà ñîîòâåòñòâóþùåé (8) ëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò,

òî, ïðåäñòàâèâ ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ x = R â âèäå

unx(R) + hun(R) = QRn(un(R)) + hun(R) (0 < h < ∞),

ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ Ãðèíà G(x, y) êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé êðàåâîéçàäà÷è:

∆kGk(x, y) = −δ(k)(x− y), 0 < x < R;

Gkx(0, y) = 0, Gkx(R, y) + hGkx(R, y) = 0,

îòêóäà íàéäåì:

G0(x, y) =
[
1 + h(R− y)

]
/h, G1(x, y) =

[
1 + hR ln(R/y)

]
/(hR),

G2(x, y) =
[
hR2 + (1− hR)y)

]
/(hR2y), x ≤ y; Gk(y, x) = Gk(x, y), k = 0; 1; 2.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè Ãðèíà âìåñòî ãðàíè÷íîãî
óñëîâèÿ ïðè x = R ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðè x = 0 ëèáî îáà ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ îäíîâðåìåííî. Íàø âûáîð çäåñü ïðîäèêòîâàí òîëüêî ñòðåìëåíèåì ê
ìàêñèìàëüíîìó óïðîùåíèþ ïîñëåäóþùåãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïîñêîëüêó unx(0) = 0 äëÿ
k = 1; 2.

Âîñïîëüçîâàâøèñü âòîðîé ôîðìóëîé Ãðèíà äëÿ îïåðàòîðà ∆k , ïðèìåíåííîãî ê ôóíê-
öèÿì un è Gk , äëÿ ðåøåíèÿ un(x) êðàåâîé çàäà÷è (8) ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå

un(x) = un(R) + QRn

(
un(R)

)
/h + εkGk(x, 0)Q0n

(
un(0)

)−

−pzk
n(zn − zn−1)Gk(x, zn)/(στ)−

R∫

0

Gk(x, y)Fk,n

(
y, un(y)

)
yk dy, 0 ≤ x ≤ R,

(9)

ãäå

Fk,n(y, u) = χ(u)(u− un−1)/(στ)−Wn(y, u)− (1− σ)
(
∆kun−1 + Wn−1(y, un−1)

)
/σ.

Ñîîòíîøåíèå (9) � èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå òèïà Ãàììåðøòåéíà îòíîñèòåëüíî un(x),
êîòîðîå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå: un(0) (ïðè k = 0 ), un(R) è zn . Äëÿ èõ
îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî çàïèñàòü åùå òðè óðàâíåíèÿ, ïîëîæèâ â (9) ïîñëåäîâàòåëüíî
x = 0 , x = R è x = zn . Ïðèâåäåì ëèøü óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå ïðè x = R :

Rk
[
εkQ0n

(
un(0)

)
+ QRn

(
un(R)

)]− pzk
n(zn − zn−1)/(στ)−

R∫

0

Fk,n

(
y, un(y)

)
yk dy = 0.

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî îíî íå ñîäåðæèò âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà h è âûðàæàåò èç-
âåñòíîå óñëîâèå [8] ðàçðåøèìîñòè ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è (8), åñëè åå ðàññìàòðèâàòü êàê
âòîðóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà.

×èñëåííîå ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé óäîáíî
èñêàòü ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íîãî çîíàëüíîãî ìåòîäà [7], ÷òî ïîçâîëÿåò ñâåñòè åå
ê ñèñòåìå (N + 2 + εk) íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî un(0) (ïðè
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k = 0 ), un(R) , zn è óñðåäíåííûõ ïî èíòåðâàëàì (xi−1, xi) ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [ 0, R ]
çíà÷åíèé

uni = (k + 1)

xi∫

xi−1

un(x)xk dx/(xk+1
i − xk+1

i−1 ), i = 1, N,

ôóíêöèè un(x) . Ïðè óñðåäíåíèè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü çàâèñèìîñòü ôóíêöèé Gk(x, zn)
è Fk,n

(
x, un(x)

)
îò íåèçâåñòíîãî çíà÷åíèÿ zn

(
Fk,n

(
x, un(x)

)
òåðïèò ðàçðûâ ïðè ïåðåõîäå

x ÷åðåç çíà÷åíèå zn

)
. Ïîýòîìó, íà ïåðâûé âçãëÿä, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ

òàêîãî ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [ 0, R ] , êîòîðîå êàêèì-ëèáî îáðàçîì áûëî áû ñâÿçàíî ñ èñêîìûì
çíà÷åíèåì zn , ÷òî äîëæíî ïðèâåñòè ê íåîáõîäèìîñòè ïåðåñòðîéêè ñåòêè íà êàæäîì øàãå
ïî âðåìåíè, êàê ýòî äåëàåòñÿ âî ìíîãèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ñòåôàíà
(ñì. [ 3�5 ]). Îäíàêî ýòó ïðîáëåìó ìîæíî ðåøèòü ïðè ïîìîùè îäíîãî èç ýôôåêòèâíûõ
èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ, íàïðèìåð ìåòîäà Íüþòîíà, ïðèìåíèâ åãî ê ïîëó÷åííîé ñèñòåìå
íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â öåëîì. Â ðåçóëüòàòå íà êàæäîé èòåðàöèè áóäåì
èìåòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé çàâèñÿò îò
èçâåñòíîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Ïðè ýòîì áóäåò ñîõðàíåíî
ñòàáèëüíîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [ 0, R ] . Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ìåòîäà
Íüþòîíà öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ðåøåíèå ñèñòåìû íà ïðåäûäóùåì âðåìåíí óì ñëîå,
òîãäà ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà áóäåò îáåñïå÷åíà çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ øàãà τ .

Òåïåðü îñòàíîâèìñÿ íà îñîáåííîñòÿõ ðåøåíèÿ îäíîìåðíûõ çàäà÷ Ñòåôàíà ñ âíåøíåé
ïîäâèæíîé ãðàíèöåé. Çäåñü âîçìîæíû ñëó÷àè, êîãäà âíåøíÿÿ ãðàíèöà ñîâïàäàåò ñ
ôàçîâûì ôðîíòîì èëè ïðîñòî ïåðåìåùàåòñÿ, íî íå ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ôàçîâîãî ïåðåõîäà.
Ïðîñòåéøèé ïðèìåð çàäà÷ ïåðâîãî òèïà � îäíîôàçíûå çàäà÷è Ñòåôàíà ( k = 0; 1; 2 ):

LkT = −w(x, t, T ), 0 < x < z(t), t > 0;

T (x, 0) = T 0(x); T 0(z0) = T∗; T
(
z(t), t

)
= T∗; z(0) = z0, z0 ≥ 0;

λ(T )Tx = −εkq0(t, T ), x = 0; λ(T∗)Tx = qz(t, T∗)− p
z (t), x = z(t).

(10)

Çàäà÷è âòîðîãî òèïà âîçíèêàþò ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ êðèîäå-
ñòðóêöèè áèîëîãè÷åñêèõ òêàíåé [ 12�13 ] k = 0; 1; 2 ):

LkT = −w(x, t, T )− p
z (t)xkδ(k)(x− z(t)), x0 < x < X(t), t > 0;

T (x, 0) = T 0(x); T 0
(
z(0)

)
= T∗; T 0

(
X(0)

)
= T1; T

(
z(t), t

)
= T∗;

λ(T )Tx = −q0(t, T ), x = x0; Tx = 0, x = X(t); T
(
X(t), t

)
= T1.

(11)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ (10) è (11) ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè
Ãðèíà. Òîãäà â ñëó÷àå îäíîôàçíîé çàäà÷è (10) ïðèõîäèì ê èíòåãðàëüíîìó ñîîòíîøåíèþ

un(x) = u∗ + Qzn(u∗)/h + εkGkn(x, 0)Q0n

(
un(0)

)−

−p(zn − zn−1)/(hστ)−
zn∫

0

Gkn(x, y)Fk,n

(
y, un(y)

)
yk dy, 0 ≤ x ≤ zn,

(12)

à èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ çàäà÷è êðèîäåñòðóêöèè (11) èìååò âèä
un(x) = u1 + Gkn(x, x0)Q0n

(
un(x0)

)
+ pzk

n(zn − zn−1)Gkn(x, zn)/(στ)−

−
Xn∫

0

Gkn(x, y)Fk,n

(
y, un(y)

)
yk dy, x0 ≤ x ≤ Xn.

(13)
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Âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà Gkn(x, y) ëåãêî ïîëó÷èòü èç ïðèâåäåííûõ âûøå äëÿ
Gk(x, y) , çàìåíèâ â íèõ R ñîîòâåòñòâåííî íà zn è Xn . Ñîîòíîøåíèå (12) íåîáõîäèìî
äîïîëíèòü èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, ïîëó÷àåìûìè èç íåãî ïðè x = 0 (äëÿ k = 0 ) è
x = zn , à óðàâíåíèå (13) � òðåìÿ óðàâíåíèÿìè, ïîëó÷àåìûìè ïðè x = x0 , x = zn è
x = Xn . Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ ñèñòåì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé çî-
íàëüíûì ìåòîäîì ìîæíî ïîñòðîèòü ðàâíîìåðíóþ ñåòêó, çàäàâ âåëè÷èíó åå øàãà δ .
Êîîðäèíàòà ïîñëåäíåãî óçëà ñåòêè íà êàæäîì âðåìåíí óì ñëîå áóäåò ñîâïàäàòü ñ èñêîìûì
çíà÷åíèåì zn (ñîîòâåòñòâåííî Xn ), êîòîðîå áóäåò íàéäåíî â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñèñòåìû íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé èòåðàöèîííûì ìåòîäîì. Ïðè
ýòîì ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðåäïîñëåäíèì è ïîñëåäíèì óçëàìè ñåòêè áóäåò ìåíüøå èëè
ðàâíî øàãó δ , à îáùåå êîëè÷åñòâî óçëîâ (è ÷èñëî óðàâíåíèé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû)
ìîæåò óâåëè÷èâàòüñÿ íå òîëüêî ïðè ïåðåõîäå ê ñëåäóþùåìó âðåìåíí óìó ñëîþ, íî è ïðè
ïåðåõîäå ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè íà äàííîì âðåìåíí óì ñëîå.

Ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ Ñòåôàíà ïðîâå-
ðåíà ïóòåì ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì â [ 1 ]
ìåòîäîì ñêâîçíîãî ñ÷åòà, è òî÷íûì ðåøåíèåì

z(t) = a(t0 − t)1/2, 0 ≤ t < t0; T (x, t) = BL − ALx2/(t0 − t), 0 ≤ x ≤ z(t);

T (x, t) = BS − ASx2/(t0 − t), z(t) ≤ x ≤ R;

AS =
(
4λL(BL − T∗) + pa2

)
/(4λSa2); AL = (BL − T∗)/a2; BS = T∗ + a2AS

çàäà÷è ñ öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèåé, ïðèâåäåííîé â [ 1 ], êîòîðóþ ìû çàïèñàëè â âèäå
(6) (ïðè k = 1 , 
z (t) < 0 ).

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè t0 = 64 ; T∗ = 0 ; BL = 1 ; a = 0, 2 ; p = 1 ; λS = 0, 5 ;
λL = 0, 75 ; γS = 2 ; γL = 1, 25 ; R = 2 ; σ = 1 , çíà÷åíèÿõ øàãà ïî âðåìåíè τ = 0, 5 ; τ =
= 0, 25 è øàãà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé δ = 0, 1 (N = 20) è δ = 0, 05 (N = 40) .
Ðåçóëüòàòû íå çàâèñÿò îò âåëè÷èíû âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà h (h 6= 0) .

Â òàáë. 1 è 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà çíà÷åíèé z(t) è T (x, t) , ïîëó÷åííûå ïîñëå
òðåõ èòåðàöèé ìåòîäà Íüþòîíà (â [ 1 ] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû òàêæå ïîñëå òðåõ èòåðàöèé).
Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ áûñòðî: ïîñëå òðåõ èòåðàöèé äîñòèãàåòñÿ òî÷íîñòü
0,001 (ïðè ñðàâíåíèè ðåøåíèé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ïðåäûäóùåé è
ñëåäóþùåé èòåðàöèé). Óìåíüøåíèå øàãà ïî âðåìåíè äàåò ëó÷øèå ðåçóëüòàòû, ÷åì òàêîå
æå óìåíüøåíèå øàãà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä
ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ ñòàöèîíàðíûõ è îäíîìåðíûõ
íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ Ñòåôàíà. Îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ìåòîäà ê ìíîãîìåðíûì
íåñòàöèîíàðíûì çàäà÷àì òðåáóþò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ. Äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ
êëàññ çàäà÷, ê êîòîðûì ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ìåòîä, îïðåäåëÿåòñÿ âîçìîæíîñòüþ ïîñòðî-
åíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ êîíêðåòíûõ âèäîâ îáëàñòåé è îãðàíè÷èâàþùèõ èõ ïîâåðõíîñòåé.
Ìåòîä îòëè÷àåòñÿ ëîãè÷åñêîé ïðîñòîòîé è ïî ýêîíîìè÷íîñòè íå óñòóïàåò ñõåìå ñêâîçíîãî
ñ÷åòà [ 1 ].
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Т а б л и ц а  1. Сравнение результатов расчета ( )z t  со значениями, полученными 

        методом сквозного счета [1], и с точным решением 
 

 

 

t  

( )z t  

метод [1], 

0,5;  

0,13  

 

0,5;  

0,1  

 

0,5;  

0,05  

 

0,25;  

0,1  

 

точное  

значение 

10 

20 

30 

40 

50 

1,469 

1,324 

1,158 

0,968 

0,724 

1,468 

1,324 

1,161 

0,970 

0,727 

1,469 

1,324 

1,162 

0,971 

0,726 

1,469 

1,325 

1,163 

0,975 

0,738 

1,470 

1,327 

1,166 

0,980 

0,724 

 

Т а б л и ц а  2. Сравнение результатов расчета ( , )T x t  при 0,5;  0,1  с точным 

   решением 
 

 
x  

( , )T x t  

10 30 50 

I II I II I II 

0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1,0 

1,2 

1,4 

1,6 

1,8 

2,0 

0,9986 

0,9801 

0,9245 

0,8319 

0,7022 

0,5355 

0,3317 

0,0909 

–0,2841 

–0,7625 

–1,2974 

1,0000 

0,9815 

0,9529 

0,8333 

0,7037 

0,5370 

0,3333 

0,0926 

–0,2815 

–0,7600 

–1,2948 

0,9917 

0,9623 

0,8740 

0,7268 

0,5208 

0,2559 

–0,1030 

–0,6841 

–1,3547 

–2,1148 

–2,9643 

1,0000 

0,9706 

0,8824 

0,7353 

0,5294 

0,2647 

–0,0894 

–0,6706 

–1,3412 

–2,1012 

–2,9506 

0,9447 

0,8732 

0,6586 

0,3009 

–0,3045 

–1,2851 

–2,4829 

–3,8979 

–5,5296 

–7,3778 

–9,4420 

1,0000 

0,9286 

0,7143 

0,3571 

–0,2171 

–1,1943 

–2,3886 

–3,8000 

–5,4286 

–7,2743 

–9,3371 
 

П р и м е ч а н и е. I – вычисленное значение, II – точное. 



Îáîçíà÷åíèÿ

T � òåìïåðàòóðà; x � ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà; t � âðåìÿ; T∗ � òåìïåðàòóðà ôàçîâîãî
ïåðåõîäà; T 0(x) � íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû; λS , λL � êîýôôèöèåíòû òåïëîïðî-
âîäíîñòè äëÿ òâåðäîé è æèäêîé ôàçû ñîîòâåòñòâåííî; γ = cρ , c � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü,
ρ � ïëîòíîñòü; w � ðàñïðåäåëåíèå âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà; z(t) � êîîðäèíàòà ôàçîâîãî
ïåðåõîäà; 
z (t) = dz/dt ; p = LρL(T∗) ; L � ñêðûòàÿ òåïëîòà ôàçîâîãî ïåðåõîäà; ρL � ïëîòíîñòü
äëÿ æèäêîé ôàçû; q0 , qR , qz � òåïëîâûå ïîòîêè íà ãðàíèöàõ x = 0 , x = R , x = z(t)
ñîîòâåòñòâåííî; δ(k)(x) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà ñ âåñîì xk ; u(T ) � ïðåîáðàçîâàíèå Êèðõãîôà,
ïðèìåíåííîå ê T ; u∗ = u(T∗) ; ∆u = div(gradu) � îïåðàòîð Ëàïëàñà; ∆ku = x−k∂(xkux)/∂x �
îïåðàòîð Ëàïëàñà â îäíîìåðíîì ñëó÷àå; Tx = ∂T/∂x , Tt = ∂T/∂t , unx = d un/d x , T1 �
íîðìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà áèîòêàíè; u1 = u(T1) ; x0 � êîîðäèíàòà ïîâåðõíîñòè áèîòêàíè; X(t) �
êîîðäèíàòà èçîòåðìû âëèÿíèÿ êðèîâîçäåéñòâèÿ.
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