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Ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè Ãðèíà, ò. å. ôóíêöèè
Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ èñêóññòâåííî ââåäåííûì íà ÷àñòè
ãðàíèöû óñëîâèåì òðåòüåãî ðîäà, äàåò âîçìîæíîñòü íàõîäèòü ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ
ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ Ñòåôàíà ñ ëþáûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ýôôåêòèâíîñòü
ìåòîäà ïðîâåðåíà äëÿ çàäà÷è Ñòåôàíà, èìåþùåé òî÷íîå ðåøåíèå.

Â ðàáîòå [ 1 ] ïðåäëîæåí ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü ïðè-
áëèæåííûå ðåøåíèÿ îäíîìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ Ñòåôàíà ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòè
êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè îò òåìïåðàòóðû. Ñóùíîñòü äàííîãî ïîäõîäà
ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Êèðõãîôà èñêîìîé òåìïåðàòóðû,
ìåòîäà ïðÿìûõ è ìåòîäà ôóíêöèé Ãðèíà. ×èñëåííîå ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Ãàììåðøòåéíà èùåòñÿ ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íûì (çîíàëüíûì)
ìåòîäîì ñ ñîõðàíåíèåì ñòàáèëüíîé ðàñ÷åòíîé ñåòêè íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè. Ïî
ñðàâíåíèþ ñ ðàçíîñòíûìè ñõåìàìè ñ ÿâíûì âûäåëåíèåì ôðîíòà [ 2�4 ] ìåòîä [ 1 ] îòëè-
÷àåòñÿ ëîãè÷åñêîé ïðîñòîòîé, à ïî ýêîíîìè÷íîñòè íå óñòóïàåò ðàçíîñòíîìó àëãîðèòìó
ñêâîçíîãî ñ÷åòà [ 5�6 ]. Íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ ïîäõîäà [ 1 ] ê
ðåøåíèþ ìíîãîìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ Ñòåôàíà.

Ðàçëè÷èÿ â ïîñòàíîâêå è àëãîðèòìå ðåøåíèÿ çàäà÷è Ñòåôàíà â îäíîìåðíîì è ìíîãî-
ìåðíîì ñëó÷àÿõ ïîëíîñòüþ ðàñêðûâàþòñÿ óæå ïðè ñîïîñòàâëåíèè îäíîìåðíîãî è äâóìåð-
íîãî ñëó÷àåâ. Ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì çàäà÷è Ñòåôàíà ñ äâóìÿ ïðî-
ñòðàíñòâåííûìè ïåðåìåííûìè. Ðàäè ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì äâóõôàçíîé çàäà÷è
Ñòåôàíà, õîòÿ ìåòîä ïðèãîäåí äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ôàç. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå òðåáóþò ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè Ãðèíà
[ 1 ], òåì ñàìûì îõâàòûâàÿ ñëó÷àè êàê íåëèíåéíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, òàê è ëèíåéíûõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âòîðîãî èëè òðåòüåãî ðîäà, Çàäà÷è Ñòåôàíà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
ïåðâîãî ðîäà (êîãäà íà ÷àñòè ãðàíèöû çàäàí çàêîí èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû) ðåøàþòñÿ
ïðè ìïîìîùè îáû÷íîé ôóíêöèè Ãðèíà.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå îñè Ox , ïåðåñåêàþò ãðàíèöó ðàçäåëà ôàç
òîëüêî â îäíîé òî÷êå, ò. å. åå óðàâíåíèå Φ(x, y, t) = 0 ïðåäñòàâèìî â âèäå x = z(y, t) ,
çàïèøåì îáùóþ ïîñòàíîâêó íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è Ñòåôàíà ñ äâóìÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè
ïåðåìåííûìè äëÿ ñëó÷àåâ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè (k = 0) è îñåâîé ñèììåòðèè òåìïåðà-
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òóðíîãî ïîëÿ T (x, y, t) (k = 1 , îáëàñòü � îãðàíè÷åííûé öèëèíäð):

x−k ∂

∂x

(
xkλ(T )

∂T

∂x

)
+

∂

∂y

(
λ(T )

∂T

∂y

)
= γ(T )

∂T

∂t
− w(x, y, t, T )+

+pxk|zt(y, t)|δ(k)(x− z(y, t)), 0 < x > a, 0 < y < b, t > 0; k = 0; 1;

T (x, y, 0) = T 0(x, y); T
(
z(y, t), y, t

)
= T∗;

z(y, 0) = z0(y), 0 < z0(y) < a;

λ(T )Tx = −εkq0(y, t, T ), x = 0; λ(T )Tx = q1(y, t, T ), x = a;

λ(T )Ty = −p0(x, t, T ), y = 0; λ(T )Ty = p1(x, t, T ), y = b.

(1)

Çäåñü ε0 = 1 ; ε1 = 0 ; p = const , p > 0 â ñëó÷àå ïëàâëåíèÿ è p < 0 ïðè êðèñòàëëèçàöèè,
T∗ = const � òåìïåðàòóðà ôàçîâîãî ïåðåõîäà. Çàäàííûå ôóíêöèè λ(T ) , γ(T ) è
w(x, y, t, T ) ìîãóò èìåòü ðàçðûâ ïî T òèïà ñêà÷êà ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëà
ôàç, ïîäëåæàùóþ îïðåäåëåíèþ âìåñòå ñ òåìïåðàòóðíûì ïîëåì.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî T (x, y, t) ≥ T0 = const , ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Êèðõãîôà

u(x, y, t) = u(T ) =

T (x,y,t)∫

T0

λ(T ) dT

äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè z(y, t) è ìîäèôèöèðîâàííîé òåìïåðàòóðû u(x, y, t) ïîëó÷èì
çàäà÷ó Ñòåôàíà â âèäå, óäîáíîì äëÿ äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ:

∆ku = Γ(u)ut −W (x, y, t, u) + p|zt(y, t)|xkδ(k)(x− z(y, t)), 0 < x > a,

0 < y < b, t > 0;

u(x, y, 0) = u0(x, y); u(z(y, t), y, t) = u∗; z(y, 0) = z0(y);

ux = −εkQ0(y, t, u), x = 0; ux = Q1(y, t, u), x = a;

uy = −P0(x, t, u), y = 0; uy = P1(x, t, u), y = b.

(2)

Çäåñü Γ(u) = γ
(
T (u)

)
dT (u)/du; W (x, y, t, u) = w

(
x, y, t, T (u)

)
; Qi(y, t, u) = qi

(
y, t, T (u)

)
;

Pi(x, t, u) = pi

(
x, t, T (u)

)
; i = 0; 1; u∗ = u(T∗), T (u) � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê u(T ).

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ïðÿìûõ [ 7, 8 ]. Ââåäåì
îáîçíà÷åíèÿ: tm = mτ, um(x, y) = u(x, y, tm), zm(y) = z(y, tm), Wm(x, y, um) =
= W (x, y, tm, um), Qim(y, um) = Qi(y, tm, um), Pim(x, um) = Pi(x, tm, um), i = 0; 1,
ïîëó÷èì íåëèíåéíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè um(x, y) íà òåêóùåì
âðåìåíí óì ñëîå t = tm :

∆kum = Γ(um)(um − um−1)/(στ)−Wm(x, y, um) + p xk|zm(y)− zm−1(y)|δ(k)(x−
−zm(y))/(στ)− (1− σ)(∆kum−1 + Wm−1(x, y, um−1))/σ, 0 < x < a, 0 < y < b;

umx = −εkQ0m(y, um), x = 0; umx = Q1m(y, um), x = a;

umy = −P0m(x, um), y = 0; umy = P1m(x, um), y = b; m = 1, 2, . . . ,

(3)

è äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå äëÿ íàõîæäåíèÿ zm(y)

um(zm(y), y) = u∗; m = 1, 2, . . . . (4)
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Ïîêàæåì, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (3), (4) àïïðîêñèìèðóåò çàäà÷ó Ñòåôàíà (2) â ìîìåíò
âðåìåíè t = tm ñ ïîãðåøíîñòüþ O(τ) ïðè σ = 1 è ñ ïîãðåøíîñòüþ O(τ 2) ïðè σ = 1/2.
Äëÿ x 6= zm(y) ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíà [ 8 ]. Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå
Φ(x, y) = x − zm(y) , ðàññìîòðèì òî÷êó P íà ïîâåðõíîñòè Φm = 0 è ïîñòðîèì ñèììåò-
ðè÷íûé îòíîñèòåëüíî ýòîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäð äîñòàòî÷íî ìàëîãî îáüåìà ñ öåíòðîì â
òî÷êå P è ñ îáðàçóþùåé, ïàðàëëåëüíîé íîðìàëè n(P ) ê Φm = 0 â òî÷êå P . Ïóñòü
S1 � áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü, S−2 � íèæíåå, S+

2 � âåðõíåå îñíîâàíèå öèëèíäðà; èõ ïëîùàäè
îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç |S1| , |S2| = |S−2 | = |S+

2 | . Óìíîæèì äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå çàäà÷è (3) íà xk , ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáúåìó öèëèíäðà è óñòðåìèì |S1| , à
çàòåì è |S2| ê íóëþ. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé îáúåìíûõ èíòåãðàëîâ, àíàëîãè÷íûõ ïðîäå-
ëàííûì â [ 5, c. 818�819 ] â ïðåäåëå ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

(
(grad um)P+0 − (grad um)P−0, grad Φm

)
= p |Φm(x, y)− Φm−1(x, y)|/(στ)−

−(1− σ)
{(

(grad um−1)P+0 − (grad um−1)P−0, grad Φm

)}
/σ,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé äëÿ t = tm èçâåñòíîãî óñëîâèÿ Ñòåôàíà
(
(grad u)P+0 − (grad u)P−0, grad Φ

)
= p |Φt|,

ñ ïîãðåøíîñòüþ O(τ) ïðè σ = 1 è ñ ïîãðåøíîñòüþ O(τ 2) ïðè σ = 1/2 . Çäåñü èíäåê-
ñàìè P + 0 è P − 0 îòìå÷åíû ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí ïðè ñòðåìëåíèè ê òî÷-
êå P , íàõîäÿùåéñÿ íà ôàçîâîì ôðîíòå, èç îáëàñòåé ñ ìåíüøèì è áîëüøèì óäåëüíûì
òåïëîñîäåðæàíèåì [ 6 ].

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Ãðèíà ñîîòâåòñòâóþùåé (3) ëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è (âòîðîé
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà) íå ñóùåñòâóåò [ 9 ], òî, ïðåäñòàâèâ îäíî èç ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé çàäà÷è (3), íàïðèìåð, ïðè x = a â âèäå

umx + hum = Q1m(y, um) + hum, x = a

(h � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî), ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ Ãðèíà
Gk(x, y; ξ, η) êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:

∆kGk(x, y; ξ, η) = −δ(k)(x− ξ)δ(y − η), 0 < x < a, 0 < y < b;

Gkx = 0, x = 0; Gky = 0, y = 0;

Gkx + h Gk = 0, x = a; Gky = 0, y = b.

(5)

Èç (5) íàéäåì:

Gk(x, y; ξ, η) =
∞∑

n=1

{
Gn(y, η)ϕkn(ξ)ϕkn(x)/Φkn

}
, k = 0; 1; (6)

ãäå ïðè k = 0 (ïëîñêàÿ çàäà÷à)

ϕ0n(x) = cos(γnx), Φ0n =
(
γ2

na + h cos2(γna)
)(

1− exp(−2γnb)
)
/γn,

γn > 0, ctg(γna) = γn/h, n = 1, 2, . . . ,

à ïðè k = 1 (îñåñèììåòðè÷íàÿ àäà÷à)

ϕ1n(x) = J0(γnx), Φ1n = a2(γ2
na + h2)

(
1− exp(−2γnb)

)
J2

0 (γna)/γn,

γn > 0, hJ0(γna) = γnJ1(γna), n = 1, 2, . . . .
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Â äàëüíåéøåì äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ âìåñòî ∆k , Gk , ϕkn , Φkn ìû áóäåì ïèñàòü
∆ , G , ϕn , Φn .

Âîñïîëüçîâàâøèñü âòîðîé ôîðìóëîé Ãðèíà äëÿ îïåðàòîðà ∆ , ïðèìåíåííîãî ê ôóíê-
öèÿì um è G , ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ðåøåíèÿ um(x, y) êðàåâîé
çàäà÷è (3)

um(x, y) =

a∫

0

[
G(x, y; ξ, b)P1m(ξ, um(ξ, b)) + G(x, y; ξ, 0)P0m(ξ, um(ξ, 0))

]
ξkdξ+

+

b∫

0

{
akG(x, y; a, η)

[
hum(a, η) + Q1m(η, um(a, η))

]
+ εkG(x, y; 0, η)×

×Q0m(η, um(0, η))
}
dη −

a∫

0

b∫

0

G(x, y; ξ, η)Fm(ξ, η, um(ξ, η))ξkdξdη−

−p

y1m∫

y0m

G(x, y; zm(η), η)|zm(η)− zm−1(η)|zk
m(η)dη/(στ), 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b,

(7)

ãäå
Fm(x, y, u) =

Γ(u)(u− um−1)

στ
−Wm(x, y, u)−

−(1− σ)(∆um−1 + Wm−1(x, y, um−1))

σ
;

y0m , y1m � îðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé x = zm(y) äëÿ x ∈ [0, a] ñ îñüþ Oy ;
y1m > y0m ; ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òàêèõ òî÷åê ìîæåò áûòü íå áîëüøå äâóõ. Çäåñü âîçìîæíû
è òàêèå ñëó÷àè: y0m = 0 , y1m = b (âîîáùå íåò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ), y0m = 0 , y1m ∈
∈ (0, b] è y0m ∈ [0, b) , y1m = b (ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ). Íåëèíåéíîå
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (7) ñëåäóåò ðåøàòü ñîâìåñòíî ñ óñëîâèåì (4).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) èùåì â âèäå ðÿäà ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ϕn(x) ðàçëîæåíèÿ
(6) ôóíêöèè ÃðèíàG(x, y; ξ, η)

um(x, y) =
∞∑

n=1

gnm(y)ϕn(x). (8)

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îãðàíè÷èìñÿ â ðÿäàõ (6) è (8) ñóììàìè ïåðâûõ N
÷ëåíîâ (N � äîñòàòî÷íî áîëüøîå), òîãäà ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòèõ ÷àñòíûõ ñóìì â óðàâ-
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íåíèå (7) ïîëó÷èì ñèñòåìó N íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

gnm(y) =

{ a∫

0

[
Gn(y, b)P1m(ξ, v1m(ξ)) + Gn(y, 0)P0m(ξ, v0m(ξ))

]
ϕn(ξ)ξkdξ+

+

b∫

0

{
akϕn(a)

[
hw1m(η) + Q1m(η, w1m(η))

]
+ εkϕn(0)Q0m(η, w0m(η))

}
Gn(y, η)dη−

−
a∫

0

b∫

0

Gn(y, η)ϕn(ξ)Fm(ξ, η,

N∑
s=1

gsm(y)ϕs(ξ))ξ
kdξdη−

−p

y1m∫

y0m

Gn(y, η)|zm(η)− zm−1(η)|zk
m(η)dη/(στ)

}/
Φn; 0 ≤ y ≤ b; n = 1, N,

(9)

ãäå

v0m(x) =
N∑

s=1

gsm(0)ϕs(x), v1m(x) =
N∑

s=1

gsm(b)ϕs(x),

w0m(y) =
N∑

s=1

gsm(y)ϕs(0), w1m(y) =
N∑

s=1

gsm(y)ϕs(a).

Óðàâíåíèÿ (9) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Ãàììåð-
øòåéíà îòíîñèòåëüíî gnm(y) , n = 1, N , êîòîðàÿ, êðîìå òîãî, ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå
ïîñòîÿííûå gnm(0) (ïðè k = 0 ), gnm(b) , n = 1, N , y0m , y1m , à òàêæå íåèçâåñòíóþ
ôóíêöèþ zm(y) . Ïðåæäå âñåãî ýòó ñèñòåìó íåîáõîäèìî äîïîëíèòü åùå (εk + 1)N óðàâ-
íåíèÿìè, ïîëîæèâ â (9) ïîñëåäîâàòåëüíî y = 0 è y = b . Òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó (εk+2)N
óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî gnm(y) , gnm(0) è gnm(b) , n = 1, N . ×òî êàñàåòñÿ íåèçâåñòíûõ
y0m , y1m è zm(y) , òî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè èõ ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíûìè èçâåñòíûì
çíà÷åíèÿì, ïîëó÷åííûì íà ïðåäûäóùåì âðåìåíí óì ñëîå, à çàòåì ïðè íåîáõîäèìîñòè
óòî÷íèòü ðåøåíèå, èñïîëüçóÿ ìåòîä èòåðàöèé.

×èñëåííîå ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû (εk + 2)N íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé óäîáíî èñêàòü ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íîãî çîíàëüíîãî ìåòîäà [ 10 ], ÷òî
ïîçâîëÿåò ñâåñòè åå ê ñèñòåìå (εk + 1 + M)N íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî gnm(0) (ïðè k = 0 ), gnm(b) è óñðåäíåííûõ ïî èíòåðâàëàì (yi−1, yi) ðàç-
áèåíèÿ îòðåçêà [0, b] çíà÷åíèé

gnmi = (k + 1)

yi∫

yi−1

gnm(y)ykdy/(yk+1
i − yk+1

i−1 ), i = 1, M, n = 1, N,

ôóíêöèé gnm(y) . Ïîñëå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ èòåðàöèîííûõ
ìåòîäîâ, íàïðèìåð ìåòîäîì Íüþòîíà, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ
ðåøåíèå ñèñòåìû íà ïðåäûäóùåì âðåìåíí óì ñëîå, è ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ â (9)
èíòåãðàëîâ âèäà

b∫

0

f(η, gnm(η)) dη ≈
M∑

n=1

yi∫

yi−1

f(η, gnmi) dη,

5



ñîîòíîøåíèÿ (9) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé gnm(y) . Äàëåå íà-
õîäèì êîîðäèíàòû òî÷åê ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ (4), à èìåííî y0m ,
y1m îïðåäåëÿåì êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

N∑
n=1

gnm(y)ϕn(0) = u∗

äëÿ y ∈ [0, b] . Çàòåì, ðàçáèâàÿ îòðåçîê [y0m, y1m] íà K ÷àñòåé, èùåì xmi = zm(ymi) ,
ãäå ymi = y0m + i(y1m − y0m)/K , i = 0, K , èç óðàâíåíèé

N∑
n=1

gnm(ymi)ϕn(x) = u∗, i = 0, K − 1,

êàæäîå èç êîòîðûõ, ñîãëàñíî ñäåëàííîìó âûøå ïðåäïîëîæåíèþ, äëÿ x ∈ [0, a] èìååò
åäèíñòâåííûé êîðåíü. Ôóíêöèþ zm(y) ìîæíî çàòåì èíòåðïîëèðîâàòü, èñïîëüçóÿ íàé-
äåííûå çíà÷åíèÿ xmi = zm(ymi) .

Â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèè q0 , q1 , p0 , p1 â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ çàäà÷è (1) íå çàâèñÿò
îò T (ëèíåéíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ), à çàâèñèìîñòè ôóíêöèé λ(T ) , γ(T ) è w(x, y, t, T )
îò T èìåþò âèä êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ

β(T ) =

{
βS = const, T < T∗,

βL = const, T ≥ T∗,
β = λ; γ;

w(x, y, t, T ) =

{
wS(x, y, t), T < T∗,

wL(x, y, t), T ≥ T∗,

(10)

ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (9) ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî gnm(y) è íå
ñîäåðæèò gnm(0) è gnm(b) .

Ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ Ñòå-
ôàíà ïðîâåðåíà ïóòåì ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ñ òî÷íûì ðåøåíèåì

T (x, y, t) = BL − AL(x2 + y2)/(t0 − t), 0 ≤ x ≤ z(y, t); 0 ≤ y ≤ y(t);

T (x, y, t) = BS − AS(x2 + y2)/(t0 − t),

{
z(y, t) ≤ x ≤ a, , 0 ≤ y ≤ y(t),

0 ≤ x ≤ a, y(t) ≤ y ≤ b;

z(y, t) =
(
α2(t0 − t)− y2

)1/2
, y(t) = α(t0 − t)1/2, 0 ≤ t < t0;

AS =
(
4λL(BL − T∗) + pα2

)
/(4λSα2); AL = (BL − T∗)α−2; BS = T∗ + α2AS

çàäà÷è ñ ãðàíèöåé ðàçäåëà ôàç, èìåþùåé ôîðìó îêðóæíîñòè [ 5 ], êîòîðàÿ çàïèñàíà íàìè
â âèäå (1) ïðè k = 0 , q0(y, t, T ) = p0(x, t, T ) = 0 ; q1(y, t, T ) = −2ASλSa/(t0 − t) ;
p1(x, t, T ) = −2ASλSb/(t0− t) ; w(x, y, t, T ) = A(T )

(
4λ(T )(t0− t)− γ(T )(x2 + y2)

)
(t0− t)−2 ,

ãäå çàâèñèìîñòè λ(T ) , γ(T ) è A(T ) èìåþò âèä (10).
Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè t0 = 25 ; T∗ = 0 ; BL = 1 ; α = 0, 2 ; p = −1 ; λS = 0, 5 ; λL =

= 0, 75 ; γS = 2 ; γL = 1, 25 ; a = b = 2 ; σ = 1 ; h = 1 , çíà÷åíèÿõ øàãà ïî âðåìåíè τ = 1 ;
τ = 1, 5 è øàãà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé δ = 0, 5 (M = 4) è δ = 0, 33 (M = 6) .
Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû äëÿ gnmi , i = 1, M , n = 1, N , èñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ zm(y)
èç ïðåäûäóùåãî âðåìåíí ó îãî ñëîÿ. Òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ
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Т а б л и ц а  1. Сравнение результатов расчета значений ( )y t  с точным решением 
 

 
 
t  

( )y t  
60,N =  

4, 1M = =τ  
60,N =  

6, 1M = =τ  
80,N =  

4, 1,5M = =τ
80,N =  

4, 1M = =τ  
точное  
значение 

3 
6 
9 

12 
15 

0,9399 
0,8791 
0,8105 
0,7277 
0,6214 

0,9397 
0,8791 
0,8101 
0,7272 
0,6217 

0,9343 
0,8648 
0,7850 
0,6882 
0,5606 

0,9377 
0,8730 
0,8001 
0,7135 
0,6247 

0,9381 
0,8717 
0,8000 
0,7211 
0,6325 

 
Т а б л и ц а  2. Сравнение результатов расчета значений функции ( , ),z y t  полученных 
                          при 1,=τ  0,5, 80, 10,N t= = =δ  с точным решением 
 

 
y  

( , )z y t  
вычисленное значение точное значение 

0,0000 
0,0773 
0,1546 
0,2319 
0,3092 
0,3865 
0,4638 
0,5411 
0,6184 
0,6957 
0,7730 
0,7746 

0,7796 
0,7758 
0,7643 
0,7443 
0,7154 
0,6761 
0,6253 
0,5596 
0,4710 
0,3457 
0,0000 

– 

0,7746 
0,7707 
0,7590 
0,7391 
0,7102 
0,6713 
0,6204 
0,5542 
0,4664 
0,3405 
0,0497 
0,0000 

 

Т а б л и ц а  3. Сравнение результатов расчета значений ( , , ),T x y t  полученных 
                          при 1,=τ  0,5, 80, 5; 10; 15,N t= = =δ  с точным решением (верхняя  
                          строка – вычисленное значение; нижняя – точное) 
 

 
y  

x
0 1 2 

                             5t =  
0 
 
1 
 
2 

1,0098 
1,0000 

–0,3566 
–0,3800 
–5,9139 
–6,0800 

–0,3747 
–0,3800 
–2,2557 
–2,2800 
–7,7824 
–7,9800 

–6,0978 
–6,0800 
–7,9641 
–7,9800 
–13,1663 
–13,6800 

                                 10t =  
0 
 
1 
 
2 

1,0110 
1,0000 

–0,9893 
–1,0133 
–8,4317 
–8,6133 

–1,0146 
–1,0133 
–3,5298 
–3,5467 
–10,9315 
–11,1467 

–8,6625 
–8,6133 
–11,1584 
–11,1467 
–18,1271 
–18,7467 

                                 15t =  
0 
 
1 
 
2 

0,9429 
1,0000 

–2,3823 
–2,2800 

–13,6256 
–13,6800 

–2,4178 
–2,2800 
–6,2276 
–6,0800 
–17,4109 
–17,4800 

–13,9535 
–13,6800 
–17,7343 
–17,4800 
–28,2671 
–28,8800 

 



âñïîìîãàòåëüíîãî ïàðàìåòðà h , ïîñêîëüêó h âëèÿåò íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, è
äëÿ äîñòèæåíèÿ îäèíàêîâîé òî÷íîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ h íåîáõîäèìî áðàòü ðàçëè÷íûå
âåëè÷èíû N . Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ïðèâåäåííûå â òàáë. 1�3, ïîêàçûâàþò, ÷òî äàííûé
ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ. Êàê è â ñëó÷àå îäíîé ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé [ 1 ], óìåíüøåíèå øàãà ïî âðåìåíè äàåò ëó÷øèå ðåçóëüòàòû,
÷åì òàêîå æå óìåíüøåíèå øàãà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä
ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ Ñòåôàíà îòëè÷àåòñÿ ëîãè÷åñêîé ïðîñòîòîé,
íå òðåáóåò ïåðåñòðîéêè ðàñ÷åòíîé ñåòêè íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè, ïðèãîäåí äëÿ ëþáûõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è äëÿ îáëàñòåé, äîïóñêàþùèõ ïîñòðîåíèå ôóíêöèè Ãðèíà ïåðâîé èëè
òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Îáîçíà÷åíèÿ

T � òåìïåðàòóðà; x , y � ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû; t � âðåìÿ; T∗ � òåìïåðàòóðà
ôàçîâîãî ïåðåõîäà; T 0 � íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû; λ � êîýôôèöèåíò òåïëîïðî-
âîäíîñòè; γ = cρ , c � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü, ρ � ïëîòíîñòü; w � ðàñïðåäåëåíèå âíóòðåííèõ
èñòî÷íèêîâ òåïëà; x = z(y, t) � óðàâíåíèå ãðàíèöû ôàçîâîãî ïåðåõîäà; y(t) � îðäèíàòà òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé x = z(y, t) ñ îñüþ Oy ; p = LρL(T∗) ; L � ñêðûòàÿ òåïëîòà ôàçîâîãî ïåðå-
õîäà; ρL � ïëîòíîñòü äëÿ æèäêîé ôàçû; q0 , q1 , p0 , p1 � òåïëîâûå ïîòîêè íà ãðàíèöàõ x = 0 ,
x = a , y = 0 , y = b ñîîòâåòñòâåííî; δ(x) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà; δ(k)(x) � äåëüòà-ôóíêöèÿ

Äèðàêà ñ âåñîì xk ; ∆ku = x−k(xkux)x + uyy � îïåðàòîð Ëàïëàñà äëÿ ñëó÷àåâ ïëîñêîé ( k = 0 )
è öèëèíäðè÷åñêîé ( k = 1 ) ñèììåòðèè; ux = ∂u/∂x ; uyy = ∂2u/∂y2 ; J0(x) , J1(x) � ôóíêöèè
Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâåííî.
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