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Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé
íåëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè � çàäà÷è Äèðèõëå è íåëèíåéíîé
çàäà÷è Íåéìàíà � ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè è âíóòðåí-
íèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà îò òåìïåðàòóðû.

Ïðè ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi âèñîêîòåìïåðàòóðíèõ òåïëîâèõ ïðîöåñiâ íåîáõiäíî
âðàõîâóâàòè ÿê çàëåæíiñòü âiä òåìïåðàòóðè òåïëîôiçè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê òiëà, ùî íà-
ãðiâà¹òüñÿ (òîáòî çàëåæíiñòü êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi âiä òåìïåðàòóðè �
âíóòðiøíþ íåëiíiéíiñòü) [1], òàê i íàÿâíiñòü òåïëîâèõ ïîòîêiâ âèïðîìiíþâàííÿ i âèïà-
ðîâóâàííÿ ç ïîâåðõíi òiëà (çîâíiøíþ íåëiíiéíiñòü) [2, 3]. Êðiì öüîãî, íåëiíiéíiñòü äè-
ôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ìîæå çóìîâëþâàòèñü çàëåæíiñòþ âíóòðiøíiõ
äæåðåë òåïëà âiä òåìïåðàòóðè [1].

Íàäçâè÷àéíî âàæëèâèì çàâäàííÿì ç òî÷êè çîðó ïðîãíîçóâàííÿ òà îïòèìiçàöi¨ òåïëîâèõ
ïðîöåñiâ ¹ ðîçâ'ÿçàííÿ ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ñòàöiîíàðíîãî òåïëîâîãî ñòàíó òiëà � òå-
ïëîâî¨ ðiâíîâàãè. Ïèòàííÿ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó ñòàöiîíàðíèõ çàäà÷ òåïëîâè-
ïðîìiíþâàííÿ ðîçãëÿäàëèñü ó ðîáîòi [2] â ïðèïóùåííi, ùî êîåôiöi¹íò òåïëîïðîâiäíîñòi
i äæåðåëà òåïëà íå çàëåæàòü âiä òåìïåðàòóðè, à âèïðîìiíþâàííÿ âiäáóâà¹òüñÿ ëèøå ç
÷àñòèíè ïîâåðõíi òiëà (ìiøàíà êðàéîâà çàäà÷à). Íèæ÷å ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ ñòàöiî-
íàðíèõ çàäà÷ òåïëîïðîâiäíîñòi ç óðàõóâàííÿì çàëåæíîñòi êîåôiöi¹íòà òåïëîïðîâiäíîñòi
òà âíóòðiøíiõ äæåðåë òåïëà âiä òåìïåðàòóðè i ç çàäàííÿì íåëiíiéíî¨ êðàéîâî¨ óìîâè íà
âñié ïîâåðõíi òiëà.

Îáìåæèìîñü ðîçãëÿäîì îáëàñòåé ç R3, çàóâàæèâøè, ùî âñi îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ñïðà-
âåäëèâi é äëÿ Rn. Â îáëàñòi D ⊂ R3, îáìåæåíié çàìêíåíîþ äîñòàòíüî ãëàäêîþ ïîâåðõíåþ
S , ðîçãëÿíåìî íåëiíiéíó êðàéîâó çàäà÷ó

div
(
λ(T ) grad T (x)

)
= −W (x, T ), x ∈ D; λ(T )

∂T (x)

∂n
= ϕ

(
x, T (x)

)
, x ∈ S. (1)

Òóò x = (x1, x2, x3) ; n � îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ íîðìàëi â òî÷öi x ∈ S ; çàäàíi
ôóíêöi¨ λ , W , ϕ � äîñòàòíüî ãëàäêi, ïðè÷îìó λ(T ) > 0 .

Çãiäíî ç ôiçè÷íèì çìiñòîì çàäà÷i (1), T (X) � ñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië òåìïåðàòóðè,
λ(T ) òà W (x, T ) � âiäïîâiäíî êîåôiöi¹íò òåïëîïðîâiäíîñòi òà ãóñòèíà ðîçïîäiëó âíó-
òðiøíiõ äæåðåë òåïëà, çàëåæíi âiä òåìïåðàòóðè, à ôóíêöiÿ ϕ(x, T ) ìîæå çàäàâàòèñÿ
ëiíiéíîþ ïî T , ÿêùî íà ïîâåðõíi S âiäáóâà¹òüñÿ òåïëîîáìií iç çîâíiøíiì ñåðåäîâèùåì
çà çàêîíîì Íüþòîíà [1], àáî íåëiíiéíîþ, ÿêùî âðàõîâó¹òüñÿ âiäâåäåííÿ òåïëà ÷åðåç S
çà ðàõóíîê âèïðîìiíþâàííÿ [2, 3]. Âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ ðåàëüíèõ òåïëîâèõ ïðîöåñiâ
çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè îáìåæåíå çíèçó àáñîëþòíèì íóëåì, áóäåìî ðîçãëÿäàòè íåâiä'¹ìíi
ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (1).
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Çàóâàæèìî, ùî çàäà÷à (1) ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì âiäïîâiäíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ
êâàçiëiíiéíîãî åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ, äîñëiäæåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ÿêî¨ çâåäåíî â
[4] äî âñòàíîâëåííÿ àïðiîðíî¨ îöiíêè ìàêñèìóìó ìîäóëÿ ðîçâ'ÿçêó ÷åðåç äàíi çàäà÷i.
Âiäîìî, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó öå çðîáèòè íå âäà¹òüñÿ. Óìîâîþ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó
äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó [4] ¹ äîñèòü æîðñòêà âèìîãà íåîáìåæåíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi âiäïîâiäíî¨
çàäà÷i ó âàðiàöiÿõ. Íèæ÷å áóäóòü ç'ÿñîâàíi óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi êëàñè÷íèõ
íåâiä'¹ìíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (1), à òàêîæ âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i Äiðiõëå, ÿêi íå ìîæóòü áóòè
îäåðæàíi ç [4].

Âèêîíàâøè â çàäà÷i (1) çàìiíó øóêàíî¨ ôóíêöi¨ (ïåðåòâîðåííÿ Êiðõãîôà)

u(T ) =

T∫

0

λ(τ)dτ,

îäåðæèìî íåëiíiéíó êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

∆ u(x) = −w
(
x, u(x)

)
, x ∈ D;

∂u(x)

∂n
= f

(
x, u(x)

)
, x ∈ S. (2)

Òóò f(x, u) = ϕ
(
x, T (u)

)
, w(x, u) = W

(
x, T (u)

)
, à óìîâà λ(T ) > 0 çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ

îáåðíåíî¨ ôóíêöi¨ T (u) = u−1(T ) . Áóäåìî ðîçãëÿäàòè êëàñè÷íi íåâiä'¹ìíi ðîçâ'ÿçêè
çàäà÷i (2) u(x) ∈ U+ = {u(x), x ∈ D : u ≥ 0, u ∈ C2(D) ∩ C1(D) } .

Ëåìà 1. ßêùî äëÿ ôóíêöié w(x, u) , x ∈ D , f(x, u) , x ∈ S , äå u ∈ C2(D) ∩ C1(D) ,
âèêîíó¹òüñÿ õî÷à á îäíà ç äâîõ óìîâ

∂w/∂u ≤ 0, ∂f/∂u < 0 àáî ∂w/∂u < 0, ∂f/∂u ≤ 0,

òî çàäà÷à (2) ìîæå ìàòè ëèøå ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé u1(x) i u2(x)

(
u1(x) 6= u2(x)

)
� äâà ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (2). Òîäi

¨õíÿ ðiçíèöÿ u(x) = u1(x)− u2(x) ¹ ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i

∆ u(x) = −[
w(x, u1)− w(x, u2)

]
, x ∈ D;

∂u(x)

∂n
= f(x, u1)− f(x, u2), x ∈ S. (3)

Çàïèøåìî ïåðøó ôîðìóëó Ãðiíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà
∫

D

u∆ u dx = −
∫

D

(grad u)2 dx +

∫

S

u
∂u

∂n
dS.

Âðàõîâóþ÷è (3), îäåðæó¹ìî
∫

D

(grad u)2 dx =

∫

D

(u1 − u2)
[
w(x, u1)− w(x, u2)

]
dx+

+

∫

S

(u1 − u2)
[
f(x, u1)− f(x, u2)

]
dS.

Ç óìîâ ìîíîòîííîñòi ôóíêöié w(x, u) i f(x, u) âiäíîñíî u âèïëèâà¹, ùî îñòàííÿ ðiâíiñòü
ìîæå âèêîíóâàòèñÿ ëèøå ïðè u1(x)− u2(x) ≡ 0 . Ëåìó äîâåäåíî.
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Äëÿ ç'ÿñóâàííÿ óìîâ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2) âèêîðèñòà¹ìî àïàðàò ôóíêöié
Ãðiíà. ßê âiäîìî [5, 6], äëÿ çàäà÷i Íåéìàíà iñíó¹ òiëüêè óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ Ãðiíà, àëå
ç ¨¨ äîïîìîãîþ ìè íå äîñÿãíåìî ïîñòàâëåíî¨ ìåòè. Òîìó ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ Ãðiíà äëÿ
òðåòüî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà, òîáòî ôóíêöiþ G(x; y) , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹
òàêi óìîâè ÿê ôóíêöiÿ òî÷êè x äëÿ äîâiëüíî¨ ôiêñîâàíî¨ òî÷êè y ∈ D [7]:

∆xG = 0, x ∈ D, x 6= y;
∂G

∂nx

+ hG = 0, x ∈ S, h = const > 0; (4)

G(x; y) =
1

4πr(x, y)
+ g(x; y), x ∈ D,

äå r(x, y) = |x− y| ;

∆xg = 0, x ∈ D;
∂g

∂nx

+ hg = − 1

4π

[
∂

∂nx

1

r
+

h

r

]
, x ∈ S.

ßêùî S � äîñòàòíüî ãëàäêà ïîâåðõíÿ (ïîâåðõíÿ Ëÿïóíîâà [7]), òî iñíó¹ i îäíîçíà÷íî
âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ g(x; y) (à, îòæå, i ôóíêöiÿ Ãðiíà G(x; y) ), íåïåðåðâíà ïî x ÿê ðîç-
â'ÿçîê òðåòüî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà.

Ëåìà 2. Ôóíêöiÿ Ãðiíà òðåòüî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i (4) íå ìîæå íàáóâàòè âiä'¹ìíèõ
çíà÷åíü: G(x; y) ≥ 0 äëÿ âñiõ (x, y) ∈ D ×D .

Äîâåäåííÿ. Äëÿ x = y G(x; y) = ∞ . Çàïèøåìî êðàéîâó óìîâó çàäà÷i (4) ó âèãëÿäi

G = −1

h

∂G

∂nx

, x ∈ S. (5)

Íåõàé y ∈ D � ôiêñîâàíà òî÷êà. Òîäi â îáëàñòi Dy ⊂ D , äå Dy � îêië òî÷êè y ,
ìà¹ìî G(x; y) > 0 . Ðîçãëÿíåìî îáëàñòü D1 = D\Dy . Ôóíêöiÿ G(x; y) ãàðìîíiéíà
â îáëàñòi D1 , òîìó äëÿ íå¨ ñïðàâåäëèâèé ïðèíöèï ìàêñèìóìó. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹
òî÷êà x0 ∈ S , äëÿ ÿêî¨ G(x0; y) < 0 , ïðè÷îìó íåõàé G(x0; y) = min

x∈S
G(x; y) . Òîäi,

çãiäíî ç (5), ∂G(x0; y)/∂nx > 0 , à îòæå, iñíó¹ òî÷êà x1 ∈ D1 ç îêîëó òî÷êè x0 òàêà, ùî
G(x1; y) < G(x0; y) , ùî ñóïåðå÷èòü ïðèíöèïó ìàêñèìóìó (ìiíiìóìó). Îòæå, G(x; y) ≥ 0
äëÿ âñiõ (x, y) ∈ D ×D . Ëåìó äîâåäåíî.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêöiþ Ãðiíà (4) i äðóãó ôîðìóëó Ãðiíà, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äëÿ
ðîçâ'ÿçêó u(x) êðàéîâî¨ çàäà÷i (2) âèêîíó¹òüñÿ iíòåãðàëüíå ñïiââiäíîøåííÿ

u(x) =

∫

D

G(x; y)w
(
y, u(y)

)
dy +

∫

S

G(x; y)F
(
y, u(y)

)
dSy, x ∈ D, (6)

äå F = f + hu , ñïðàâåäëèâå äëÿ áóäü-ÿêîãî h > 0 . Íàäàëi áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî
êîæíà ç ôóíêöié w(x, u) , f(x, u) íåðåðåðâíà i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà âiäíîñíî
îáîõ çìiííèõ. Òîäi ç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ Ãðiíà (4), âïåðøå äîñëiäæåíèõ Æiðî (äèâ.
[8]), òà ç âiäîìèõ âëàñòèâîñòåé îá'¹ìíîãî ïîòåíöiàëó i ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó [5, 7]
âèïëèâà¹ åêâiâàëåíòíiñòü ðiâíÿííÿ (6) i êðàéîâî¨ çàäà÷i

∆ u(x) = −w(x, u), x ∈ D;
∂u

∂n
+ hu = F (x, u), x ∈ S, (2 ′)

â ñåíñi êëàñè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ u ∈ C2(D)∩C1(D) . Îñêiëüêè çàäà÷i (2) i (2 ′) åêâiâàëåíòíi,
òî ìîæåìî ãîâîðèòè ïðî åêâiâàëåíòíiñòü çàäà÷i (2) i ðiâíÿííÿ (6).
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Ïðèïóñòèìî, ùî

f(x, u) = q(x)− f1(x, u), x ∈ S; w(x, u) = w0(x)− w1(x, u), x ∈ D,

ïðè÷îìó õî÷à á îäíà ç ôóíêöié q(x) , w0(x) íå ¹ òîòîæíèì íóëåì. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

Q(x) =

∫

D

G(x; y)w0(y) dy +

∫

S

G(x; y)q(y) dSy

i ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð

B u =

∫

D

G(x; y)w1

(
y, u(y)

)
dy +

∫

S

G(x; y)
[
f1

(
y, u(y)

)− hu(y)
]
dSy,

çàäàíèé íà ìíîæèíi íåïåðåðâíèõ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié u ≥ 0 . Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ (6) ó
âèãëÿäi

u(x) = Q(x)−B u(x), x ∈ D. (7)

Ëåìà 3. ßêùî iñíó¹ òàêå ÷èñëî h > 0 , ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè

Q(x) > 0, B Q ≤ Q, x ∈ D; f1(x, u) ≥ hu, x ∈ S; w1(x, u) ≥ 0, x ∈ D; (8)

à ôóíêöi¨ f1(x, u)−hu , w1(x, u) � íåñïàäíi ïî u , òî äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ
(7) âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi 0 ≤ u(x) ≤ Q(x) , x ∈ D .

Äîâåäåííÿ. Ïðè ôiêñîâàíié ôóíêöi¨ u ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ H(x) = B u(x)) , x ∈ D ,
ÿêà ¹ íåïåðåðâíîþ â D . Îñêiëüêè G(x; y) ≥ 0 äëÿ (x, y) ∈ D × D (ëåìà 2), i ôóíêöiÿ
G(x; y) ñèìåòðè÷íà

(
G(x; y) = G(y; x)

)
[6], òî G(x; y) ≥ 0 òàêîæ äëÿ (x, y) ∈ D × D .

Îòæå, ç óðàõóâàííÿì äâîõ îñòàííiõ íåðiâíîñòåé (8) îäåðæèìî, ùî H(x) ≥ 0 äëÿ x ∈ D .
Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òî÷êà x0 ∈ S , äëÿ ÿêî¨ H(x0) < 0 . Òîäi ç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨
H(x) â D âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé îêië òî÷êè x0 , ùî äëÿ âñiõ òî÷îê x ∈ D ç öüîãî
îêîëó H(x) < 0 . Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü, ùî H(x) ≥ 0 äëÿ âñiõ x ∈ D .
Ç ìîíîòîííîñòi ôóíêöié f1(x, u)−hu , w1(x, u) òà ç ïåðøèõ äâîõ íåðiâíîñòåé (8) âèïëèâà¹
íåâiä'¹ìíiñòü òà îáìåæåíiñòü çâåðõó ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (7). Ëåìó äîâåäåíî.

Ïðè âèêîíàííi óìîâ ëåìè 3 çàäà÷à (2) ìîæå ìàòè ëèøå ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (ëåìà 1), à
îïåðàòîð

Au = Q−B u, (9)

çàäàíèé íà íîðìàëüíîìó êîíóñi [9] íåïåðåðâíèõ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié u(x) , x ∈ D , ¹
ìîíîòîííèì íà íîðìàëüíîìó êîíóñíîìó âiäðiçêó

KN = {u(x) ∈ C(D) : 0 ≤ u(x) ≤ Q(x), x ∈ D}

i ïåðåòâîðþ¹ éîãî â ñåáå.
Ëåìà 4. Îïåðàòîð (9) ¹ öiëêîì íåïåðåðâíèì íà íîðìàëüíîìó êîíóñíîìó âiäðiçêó KN .
Äîâåäåííÿ. Äîñèòü äîâåñòè, ùî ìíîæèíà ôóíêöié

A(KN) = { v(x) = Au(x), u(x) ∈ KN }
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êîìïàêòíà. Îñêiëüêè v(x) = Au(x) ≤ Q(X) , òî v(x) ≤ M = max
x∈D

Q(X) äëÿ âñiõ x ∈ D .
Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà A(KN) ðiâíîìiðíî îáìåæåíà. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨

HD(x) =

∫

D

G(x; y) dy, HS(x) =

∫

S

G(x; y) dSy,

ÿêi ¹ íåïåðåðâíèìè â D , à îòæå, é ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèìè â D . Ïðîäîâæèâøè ôóíê-
öiþ w(x, u) ïî íåïåðåðâíîñòi äëÿ x ∈ S , ìîæåìî âêàçàòè òàêi ÷èñëà C1 > 0 , C2 > 0 ,
ùî max

x∈D
w(x, u) ≤ C1 , max

x∈S
f(x, u) ≤ C2 äëÿ âñiõ u ∈ KN . Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâó

÷àñòèíó (6), îäåðæó¹ìî

|v(x1)− v(x2)| = C1|HD(x1)−HD(x2)|+ C2|HS(x1)−HS(x2)| < C1ε/(2C1) + C2ε/(2C2) = ε

äëÿ áóäü-ÿêèõ x1 , x2 ∈ D , ÿê òiëüêè |x1 − x2| < δ , íåçàëåæíî âiä âèáîðó ôóíêöi¨
v(x) ∈ A(KN) , ùî îçíà÷à¹ îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü ôóíêöié v(x) ∈ A(KN) , à îòæå, i
êîìïàêòíiñòü ìíîæèíè A(KN) (òåîðåìà Àðöåëà). Ëåìó äîâåäåíî.

Îòæå, äëÿ îïåðàòîðà A , ÿêèé ¹ ìîíîòîííèì i öiëêîì íåïåðåðâíèì íà KN i ïåðåòâîðþ¹
íîðìàëüíèé êîíóñíèé âiäðiçîê KN â ñåáå, ñïðàâåäëèâà òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ íà KN

õî÷à á îäíi¹¨ íåðóõîìî¨ òî÷êè u ∈ KN [9, c. 128] (òåîðåìà 4.1(â)), à öå îçíà÷à¹, ùî ií-
òåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (7) ìà¹ õî÷à á îäèí ðîçâ'ÿçîê u(x) ∈ KN . Ïiäñóìîâóþ÷è âèêëàäåíi
âèùå ìiðêóâàííÿ, ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. ßêùî S � ïîâåðõíÿ Ëÿïóíîâà (òîáòî ïîâåðõíÿ êëàñó C1+α [4]);
ôóíêöiÿ w(x, u) = w0(x) − w1(x, u) íåïåðåðâíà i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà ïî îáîõ
çìiííèõ x ∈ D , u ∈ U+ ; ôóíêöiÿ f(x, u) = q(x) − f1(x, u) íåïåðåðâíà i çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó Ãåëüäåðà ïî îáîõ çìiííèõ x ∈ S , u ∈ U+ ; õî÷à á îäíà ç ôóíêöié w0(x) , q(x) íå ¹
òîòîæíèì íóëåì; iñíó¹ ÷èñëî h > 0 òàêå, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 3, òî êðàéîâà
çàäà÷à (2) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ó êëàñi ôóíêöié U+ , ïðè÷îìó 0 ≤ u(x) ≤ Q(x) , x ∈ D .

Äëÿ çàäà÷i Äiðiõëå

∆ u(x) = −w
(
x, u(x)

)
, x ∈ D; u(x) = f(x), x ∈ S, (10)

äå w(x, u) = w0(x)− w1(x, u) , ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

Q(x) =

∫

D

G(x; y)w0(y) dy −
∫

S

∂G

∂ny

(x; y)f(y) dSy,

B u =

∫

D

G(x; y)w1

(
y, u(y)

)
dy.

Òóò G(x; y) � ôóíêöiÿ Ãðiíà çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà [7]. Äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ
u(x) ∈ Ũ+ = {u(x), x ∈ D : u ≥ 0, u ∈ C2(D)∩C(D) } çàäà÷i (10) àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ
òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2. ßêùî S � ïîâåðõíÿ êëàñó C1+α [4]; ôóíêöiÿ w(x, u) = w0(x)−w1(x, u)

íåïåðåðâíà i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà ïî îáîõ çìiííèõ x ∈ D , u ∈ Ũ+ ; ôóíêöiÿ
f(x) ∈ C(S) ; õî÷à á îäíà ç ôóíêöié w0(x) , f(x) íå ¹ òîòîæíèì íóëåì; âèêîíóþòüñÿ
óìîâè

w1(x, u) ≥ 0, ∂w/∂u ≤ 0, Q(x) > 0, B Q ≤ Q, x ∈ D,
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òî êðàéîâà çàäà÷à (10) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ó êëàñi ôóíêöié Ũ+ , ïðè÷îìó 0 ≤ u(x) ≤
≤ Q(x) , x ∈ D .

Ïðèêëàä âèêîíàííÿ óìîâ òåîðåìè 1. Ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó (2) ó âèïàäêó,
êîëè f(x, u) = q0 − f1(u) , q0 = const > 0 ; w(x, u) ≡ 0 . Òîäi, âèêîðèñòàâøè êðàéîâó
óìîâó (5) äëÿ ôóíêöi¨ G(x; y) , âëàñòèâîñòi ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øàðó òà íåïåðåðâíiñòü
ôóíêöi¨ HS(x) â D , çíàéäåìî

Q(x) = q0

∫

S

G(x; y) dSy = q0/h; B Q =
[
f1(q0/h)− q0

] ∫

S

G(x; y) dSy,

i ç óìîâè B Q ≤ Q îäåðæèìî óìîâó íà ôóíêöiþ f1(u) : f1(q0/h) ≤ 2q0 . Áóäåìî öi-
êàâèòèñü ðîçâ'ÿçêàìè 0 ≤ u(x) ≤ u∗ . Ïîêëàäåìî h = q0/u∗ . Îòæå, íåîáõiäíî, ùîá
f1(u∗) ≤ 2q0 . Âiçüìåìî f1(u) = (αu+β)µ , äå α , β , µ > 0 . Óìîâà f1(u) ≥ hu âèêîíó¹òüñÿ
äëÿ âñiõ h ≤ βµ/u∗ . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïîâèííà âèêîíóâàòèñü íåðiâíiñòü q0 ≤ βµ .
Îòæå, (αu∗ + β)µ ≤ 2q0 ≤ 2βµ , çâiäêè ìà¹ìî β ≥ αu∗/

(
21/µ − 1

)
. Ç âèìîãè, ùîá

ôóíêöiÿ f1(u) − hu áóëà íåñïàäíîþ, îäåðæèìî íåðiâíiñòü µα(αu + β)µ−1 ≥ q0/u∗ , ÿêà
áóäå âèêîíóâàòèñü, ÿêùî q0 ≤ µαβµ−1u∗ . Ç iíøîãî áîêó, (αu∗ + β)µ/2 ≤ q0 ≤ βµ . Òîìó
áóäåìî âèìàãàòè, ùîá q0max = βµ ≤ µαβµ−1u∗ . Çâiäñè îäåðæèìî íåðiâíiñòü β ≤ µαu∗ .
Îñêiëüêè β ≥ αu∗/

(
21/µ− 1

)
, òî ïîâèííà âèêîíóâàòèñü íåðiâíiñòü αu∗/

(
21/µ− 1

) ≤ µαu∗
àáî µ

(
21/µ − 1

) ≥ 1 . Îñòàííÿ íåðiâíiñòü ñïðàâåäëèâà äëÿ 0 < µ ≤ 1 .
Îäíàê, ÿêùî µ = 1 , òî β = q0 = αu∗ , f(x, u) = −αu i ìà¹ìî âèïàäîê ëiíiéíî¨

çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà ç îäíîðiäíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ òðåòüîãî ðîäó, ÿêà ìà¹
ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê u ≡ 0 .

Îòæå, óìîâè òåîðåìè 1 âèêîíóþòüñÿ äëÿ ôóíêöi¨ f1(u) = (αu + β)µ , äå α > 0 ;
0 < µ < 1 ; αu∗/

(
21/µ − 1

) ≤ β ≤ µαu∗ , ÿêùî âçÿòè h = q0/u∗ , (αu∗ + β)µ/2 ≤ q0 ≤ βµ ,
0 ≤ u(x) ≤ u∗ .
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