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ËIÍIÉÍI ÇÂÈ×ÀÉÍI ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍI ÐIÂÍßÍÍß Ï'ßÒÎÃÎ
ÏÎÐßÄÊÓ, IÍÒÅÃÐÎÂÀÍI Ó ÇÀÌÊÍÓÒIÉ ÔÎÐÌI

Âûäåëåíà ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïÿòîãî ïîðÿäêà, èíòåãðèðóåìûõ â çàìêíóòîé ôîðìå, è ïðèâåäåíà ñõåìà îïðåäåëåíèÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû èõ ðåøåíèé.

Ìåòà íàøî¨ ðîáîòè ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ç óñiõ ëiíiéíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü ï'ÿòîãî ïîðÿäêó âèäiëèòè ñóêóïíiñòü òèõ, ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ
ÿêèõ ìîæíà çíàéòè ó çàìêíóòié ôîðìi i äàòè ñõåìó âèçíà÷åííÿ öèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Âiäîìî [ 2 ], ùî ðiâíÿííÿ

y(∨) + A(x)y
′′′

+ B(x)y
′′

+ C(x)y
′
+ D(x)y = 0 (1)

ìîæå áóòè iíâàðiàíòíèì ëèøå âiäíîñíî ãðóïè ïåðåòâîðåíü ç îïåðàòîðàìè âèäó

X1 = ξ(x)
∂

∂x
+ 2ξ

′
(x)y

∂

∂y
,

X2 = y
∂

∂y
,

(2)

à êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ (1) ïðè öüîìó ïîâèííi âèçíà÷àòèñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

A(x) = ξ−2(x)
[
c1 − 10ξ

′′
(x)ξ(x) + 5ξ

′2(x)
]
, B(x) = c2ξ

−3(x) + 1, 5A
′
(x),

C(x) =
(
c3 − 3c2ξ

′
(x)

)
ξ−4(x) + 0, 9A

′′
(x) +

(
0, 4A(x)

)2
,

D(x) =
[
c4 − 2c3ξ

′
(x) + 2c2

(
2ξ

′2(x)− ξ
′′
(x)ξ(x)

)]
ξ−5(x) + 0, 2A

′′′
(x) + 0, 16A(x)A

′
(x),

(3)

äå ξ(x) � äîâiëüíà äîñòàòíüî ãëàäêà ôóíêöiÿ; c1, c2, c3, c4 � äîâiëüíi ñòàëi.
Çàóâàæèìî, ùî âèäiëåíà ñóêóïíiñòü ðiâíÿíü (1) ç óìîâàìè (3) ìiñòèòü ëiíiéíi ðiâíÿííÿ

ï'ÿòîãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêùî ξ(x) = const, i ðiâíÿííÿ Åéëåðà, ÿêùî
ξ(x) = x .

Ðiâíÿííÿ (1) ç óìîâàìè (3) ó êàíîíi÷íèõ çìiííèõ

ϕ =

x∫

x0

ξ−1(t) dt, χ = ln
y

ξ2(x)
(4)

ãðóïè ïåðåòâîðåíü (2) íàáåðå âèãëÿäó

χ(∨) + 5χ
′
χ(I∨) + 10(χ

′′
χ
′′′

+ χ
′2χ

′′′
+ χ

′3χ
′′
) + 15χ

′
χ
′′2+

+c1(χ
′′′

+ 3χ
′
χ
′′

+ χ
′3) + c2(χ

′′
+ χ

′2) + χ
′5 + c3χ

′
+ c4 = 0 .
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Ïðîâiâøè â îñòàííüîìó ïîñëiäîâíî çàìiíó
dχ

dϕ
= u(ϕ),

du

dϕ
= ρ(u),

ìàòèìåìî
ρ3ρ

′′′
+ 4ρ2ρ

′
ρ
′′

+ 5uρ2ρ
′′

+ ρρ
′3 + 5uρρ

′2 + 10ρ(ρρ
′
+ uρρ

′
+ u3)+

+15uρ2 + c1(ρρ
′
+ 3uρ + u3) + +c2(ρ + u2) + u5 + c3u + c4 = 0 .

(1′)

Øóêàþ÷è ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1′) ó âèãëÿäi ρ(u) = αu2 + βu + γ , îäåðæèìî äëÿ âèçíà-
÷åííÿ α, β, γ ñèñòåìó àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

24α4 + 50α3 + 35α2 + 10α + 1 = 0, (6α3 + 11α2 + 6α + 1)β = 0,

50α2β2 + 40α3γ + 75αβ2 + 80α2γ + 50αγ + 10γ + 25β2 + 2c1α
2 + 3c1α + c1 = 0,

60α2βγ + 15αβ3 + 100αβγ + 15β3 + 40βγ + 3c1αβ + 3c1β + c2α + c2 = 0,

16α2γ2 + 22αβ2γ + β4 + 30αγ2 + 25β2γ + 15γ2 + 2c1αγ + c1β
2 + c2β + c3 = 0,

8αβγ2 + β3γ + 10βγ2 + c1βγ + c2γ + c4 = 0 .

(5)

Iç ïåðøèõ äâîõ ðiâíÿíü öi¹¨ ñèñòåìè âèïëèâà¹, ùî α ìîæå íàáóâàòè çíà÷åííÿ:
−1, −1

2
, −1

3
ïðè äîâiëüíèõ β i −1

4
ïðè β = 0 . Ó çâ'ÿçêó ç öèì ñèñòåìà (5) ðîçïàäà¹òüñÿ

íà òðè ñèñòåìè äëÿ âèçíà÷åííÿ β i γ ïðè α = −1, −1
2
, −1

3
i íà ÷îòèðè ñèñòåìè äëÿ

çíàõîäæåííÿ γ ïðè α = −1, −1
2
, −1

3
, −1

4
i β = 0 .

Ðîçâ'ÿçóþ÷è êîæíó ç öèõ ñèñòåì i ïîâåðòàþ÷èñü äî çìiíííèõ x, y , îäåðæó¹ìî â êîæ-
íîìó âèïàäêó

y(x, x0) = ξ2(x) exp χ
(
ϕ(x, x0)

)
. (6)

Ó çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨ χ
(
ϕ(x, x0)

)
âõîäèòü ïåâíà êiëüêiñòü äîâiëüíèõ ñòàëèõ ií-

òåãðóâàííÿ, êîåôiöi¹íòè ïðè ÿêèõ ó (6) äàþòü, ïðèíàéìíi, äâà ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîç-
â'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1) ç óìîâàìè (3). Ïîíèæóþ÷è ïîðÿäîê ðiâíÿííÿ (1) çà äîïîìîãîþ öèõ
ðîçâ'ÿçêiâ, îäåðæèìî ëiíiéíå ðiâíÿííÿ íå âèùå òðåòüîãî ïîðÿäêó, ÿêå iíòåãðó¹òüñÿ ó
çàìêíåíié ôîðìi [ 1 ]. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ùî âèçíà÷åíà òàêèì ÷èíîì ñóêóïíiñòü ï'ÿòè
ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1) ç óìîâàìè (3) óòâîðþ¹ ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ.

Çàëåæíî âiä ñïiââiäíîøåíü ìiæ ñòàëèìè c1, c2, c3, c4 , ùî âõîäÿòü â óìîâè (3), à òàêîæ
ìiæ êîðåíÿìè äîïîìiæíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü, ÿêi âèíèêàþòü ÿê íàñëiäêè ñèñòåìè (5),
îäåðæàíî òðèäöÿòü äâà ðiçíi âèïàäêè i ¨ì âiäïîâiäíi ôóíäàìåíòàëüíi ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ
ðiâíÿííÿ (1) ç óìîâàìè (3).

Íàïðèêëàä, ÿêùî α = −1, β = 0, c4+c2
2c3−c1c2c4 = 0, − c1

c2
= a2 > 0 i êîðåíi δ1, δ2, δ3

ðiâíÿííÿ δ3 + (c1 + a2)δ − c2 = 0 çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü δ2δ3 − 1
4
δ2
1 = ã2 > 0, òî ôóí-

äàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíîãî ðiâíÿííÿ (1) ç óìîâàìè (3) ìà¹ âèãëÿä

y1(x, x0) = ξ2(x) exp
[
aϕ(x, x0)

]
;

y2(x, x0) = ξ2(x) exp
[−aϕ(x, x0)

]
;

y3(x, x0) = ξ2(x) cos [ã ϕ(x, x0)
]
exp

[
δ1ϕ(x, x0)/2

]
;

y4(x, x0) = ξ2(x) sin [ã ϕ(x, x0)
]
exp

[
δ1ϕ(x, x0)/2

]
;

y5(x, x0) = ξ2(x) exp
[−δ1ϕ(x, x0)

]
,

äå ϕ(x, x0) =
x∫

x0

ξ−1(t) dt .
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